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A flexibilidade e´ um efeito presente em muitos dos roboˆs industriais provocando erros de
posicionamento, aumento do tempo de estabilizac¸a˜o e ate´ instabilidade. Neste traba-
lho, o problema do controle de forc¸a em roboˆs manipuladores com transmisso˜es flex´ıveis
(MTF’s) empregados em tarefas de esmerilhamento e´ estudado. Duas estrate´gias de
controle de forc¸a indireto para manipuladores r´ıgidos sa˜o estendidas para manipulado-
res com transmisso˜es flex´ıveis: o controle de rigidez e o controle de impedaˆncia. Um
modelo de forc¸as para a tarefa de esmerilhamento e´ proposto para o estudo da esta-
bilidade e desempenho de ambas as estrate´gias. Buscando a implementac¸a˜o pra´tica
destes controladores, dois observadores de estado - um observador de estados baseado
na acelerac¸a˜o e outro baseado em torques de distu´rbio - sa˜o apresentados para estimar
as varia´veis dos elos e das forc¸as de contato com o objetivo de evitar a necessidade da
instrumentac¸a˜o completa do manipulador. O desempenho das estrate´gias de controle e
dos observadores e´ avaliado frente a tarefa de esmerilhamento pela ana´lise dos resulta-
dos obtidos em simulac¸a˜o. Esta dissertac¸a˜o tambe´m apresenta o software de simulac¸a˜o
desenvolvido para facilitar a obtenc¸a˜o de resultados, o que engloba todo o conteu´do
estudado.
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Flexibility is an effect present in many industrial robots causing positioning errors,
increasing the stabilization time and even instability. In this paper, the force control
problem of robot manipulators with flexible transmissions employed in milling tasks is
studied. Two strategies of indirect force control for rigid manipulators are extended to
manipulators with flexible transmissions: the compliance control and the impedance
control. A model of forces for milling tasks is proposed to study the stability and
performance of both strategies. Seeking a practical implementation of these controllers,
two state observers - an state observer based on acceleration and another based on
disturbance torques - are presented to estimate the variables of the links and the forces
of contact with goal of avoid the need for full instrumentation of the manipulator. The
performance of the control strategies and observers is evaluated against the milling
task by analysis of results obtained in simulation. This document also presents the
program of simulation developed and used, throughout this research, to facilitate the
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Roboˆs manipuladores industriais sa˜o ma´quinas de propo´sito geral utilizados na automa-
c¸a˜o industrial a fim de aumentar a produtividade, a flexibilidade e a qualidade dos produtos.
Outras razo˜es para utilizac¸a˜o de roboˆs industriais sa˜o reduc¸a˜o dos custos e eliminac¸a˜o de
trabalhos pesados e insalubres.
Mais recentemente, uma atenc¸a˜o especial tem sido despendida no uso de roboˆs de servic¸o
em tarefas de cooperac¸a˜o, operando muito pro´ximos ao ser humano [Yamada et al., 1997],
[Ikuta et al., 2003]. A necessidade de aumentar a complaceˆncia mecaˆnica e reduzir a ine´rcia
na busca de propostas mais seguras teˆm induzido diferentes arranjos na atuac¸a˜o/transmissa˜o
ela´stica em projetos de roboˆs, os quais incluem: realocac¸a˜o dos atuadores pro´ximos a` base
do roboˆ e transmisso˜es atrave´s de cabos de ac¸o e polias, como no 8R SM-Dexter [Zollo et al.,
2005], ou atrave´s de tendo˜es, como no UBHand [Lotti et al., 2004]; combinac¸a˜o de harmonic
drives1 e o projeto de elos menos robustos, como no 7R DLR III [Hirzinger et al., 2001];
introduc¸a˜o de atuadores com rigidez intr´ınseca varia´vel, como no 3R SoftArm constru´ıdo na
universidade de Pisa [Bicchi e Tonietti, 2004].
Todos estes mecanismos introduzem o efeito de flexibilidade, tornando-a uma caracte-
r´ıstica presente em muitos dos roboˆs de uso industrial. Quando sa˜o usados estes elementos
de transmissa˜o tais como: harmonic drives, correias de transmissa˜o, dentes de engrenagens e
alguns tipos de sensores para medir os torques aplicados nas juntas, observa-se um desloca-
mento variante no tempo entre a posic¸a˜o do atuador e a posic¸a˜o dos elos, mostrando que a
medic¸a˜o de posic¸a˜o no atuador na˜o e´ suficiente para determinar a posic¸a˜o dos elos.
1Optou-se por manter o termo em ingleˆs devido ao seu uso corrente e a` auseˆncia de uma traduc¸a˜o bem
aceita em portugueˆs.
2Na maioria das vezes esta deflexa˜o produzida pela flexibilidade, apesar de pequena, e´
uma fonte de problemas, especialmente quando e´ necessa´rio o seguimento de trajeto´ria com
um erro pequeno ou quando deseja-se uma alta sensibilidade na determinac¸a˜o das forc¸as
aplicadas pelo efetuador final [Eppinger e Seering, 1987]. Ale´m dos erros de posicionamento,
a flexibilidade tambe´m pode provocar o aumento do tempo de estabilizac¸a˜o do manipulador
e ate´ a instabilidade ([Spong, 1987]).
Do ponto de vista do controle, os roboˆs com elasticidade nas juntas teˆm sido tema de
pesquisas em diversos centros nas u´ltimas de´cadas. Para tarefas de regulac¸a˜o, argumentos
da teoria de Lyapunov teˆm sido utilizados para provar a estabilidade assinto´tica global de
uma configurac¸a˜o de equil´ıbrio desejada no uso da ac¸a˜o de controle PD com compensac¸a˜o
tanto constante [Tomei, 1991] ou on-line [Zollo et al., 2004], [Ott et al., 2004] da gravidade.
Estes controladores utilizam somente a leitura da posic¸a˜o dos rotores. Para tarefas de segui-
mento de trajeto´ria, a exata linearizac¸a˜o atrave´s da realimentac¸a˜o dos estados [Spong, 1987]
e controle adaptativo baseado na passividade [Lozano e Brogliato, 1992] teˆm sido propostos
para o modelo dinaˆmico reduzido do roboˆ de juntas flex´ıveis. Quando a rigidez nas juntas e´
suficientemente elevada, a estrate´gia de controle baseada no conceito de perturbac¸a˜o singular
[Spong et al., 1987] e´ uma abordagem que pode ser utilizada.
O controle de movimento e´ fundamental para a eficieˆncia dos roboˆs de manufatura e
o desenvolvimento atual esta´ focado no melhoramento do desempenho, reduc¸a˜o dos custos
de fabricac¸a˜o do roboˆ, aumento da seguranc¸a e introduc¸a˜o de novas funcionalidades. Por-
tanto, ha´ uma necessidade cont´ınua do aperfeic¸oamento dos modelos e dos me´todos a fim
de considerar todos os requerimentos de controle, tais como o aumento de desempenho para
roboˆs de baixo peso que acarreta em uma baixa rigidez mecaˆnica e aparecimento de modos de
vibrac¸a˜o. Uma raza˜o para este desenvolvimento da estrutura mecaˆnica do roboˆ e´, em geral,
a reduc¸a˜o dos custos, mas outros benef´ıcios tambe´m sa˜o alcanc¸ados, como: menor consumo
de energia, aumento da destreza, seguranc¸a e baixo n´ıvel de impacto com o meio externo.
Resumem-se enta˜o em duas as fontes principais de flexibilidade: a flexibilidade nas jun-
tas (transmissa˜o) e a flexibilidade nos elos; embora existam outros tipos como a introduzida
pela garra do manipulador e pela base do roboˆ ([Eppinger e Seering, 1992]). No entanto,
ainda hoje a maioria dos manipuladores robo´ticos sa˜o projetados para maximizar a rigidez,
em uma tentativa de minimizar as vibrac¸o˜es do sistema e alcanc¸ar posicionamento com erros
desprez´ıveis. Em func¸a˜o destas caracter´ısticas construtivas e´ considerado que a maior par-
cela de flexibilidade existente nos manipuladores seja ocasionada pelas pro´prias transmisso˜es
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[Guenther, 1993]. A flexibilidade nos elos e´ considerada em roboˆs que necessariamente devem
ser mais leves, como e´ caso dos roboˆs usados em explorac¸a˜o espacial e constituem objeto de
pesquisa em aplicac¸o˜es restritas.
Devido ao enfoque do presente trabalho ser manipuladores de uso industrial, optou-se
por concentrar a presente dissertac¸a˜o nos problemas de controle oriundos da flexibilidade
introduzida pelas transmisso˜es.
A tabela 1.1 mostra os valores t´ıpicos de rigidez para alguns mecanismos de transmissa˜o,
acoplamentos e sensores de torque [Readman, 1994]:
Tabela 1.1: Valores t´ıpicos de rigidez
Componente Rigidez [Nm/rad]
Juntas de Ac¸o ≈ 105
Transdutores de Torque ≈ 105
”Harmonic Drive” ≈ 104
Acoplamentos Flex´ıveis ≈ 103
A maioria dos roboˆs industriais fabricados na atualidade utilizam harmonic drives para
o sistema de transmissa˜o. O mecanismo proveˆ reduc¸o˜es da ordem de 300:1 e na˜o apresenta
folgas, o que permite a realizac¸a˜o de um controle preciso. No entanto, a flexibilidade intro-
duzida em cada junta tem magnitude considera´vel e torna relevante o estudo e a aplicac¸a˜o
de controladores visando reduzir esse fenoˆmeno.
1.1 Motivac¸a˜o e Objetivo
A motivac¸a˜o deste trabalho encontra-se na crescente utilizac¸a˜o de roboˆs manipuladores,
industriais ou de aplicac¸o˜es espec´ıficas, em tarefas de usinagem, esmerilhamento e rebarbac¸a˜o.
Como exemplos destas tarefas, pode-se citar os projetos Advocut2 e Roboturb3.
O projeto Advocut tem como objetivo aliar as vantagens de uma cinema´tica espec´ıfica
em relac¸a˜o a` flexibilidade e custos com as vantagens de ma´quinas-ferramenta tradicionais.
Os principais objetivos do Advocut sa˜o precisa˜o e qualidade de usinagem e um conceito novo
2Projeto integrado, solicitado pelo Ministe´rio de Educac¸a˜o e Pesquisa da Alemanha (BMBF), com a parceria
das empresas Reis Robotics, Harmonic Drive, Precise, Mapal-WWS Werner Stief e o Instituto de Gerencia-
mento de Produc¸a˜o, Tecnologia e Ma´quinas-ferramenta da Universidade de Darmstadt (PTW)
3Projeto brasileiro desenvolvido em conjunto pela Universidade Federal de Santa Catarina, o LACTEC, a
COPEL e FURNAS
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de ma´quina-ferramenta altamente integrada. Ja´ o Projeto Roboturb que proveˆ um roboˆ para
soldagem de pa´s de turbinas de geradores de hidrele´tricas erodidas por cavitac¸a˜o 4, busca em
uma segunda fase de projeto a execuc¸a˜o robotizada da tarefa de esmerilhamento. Esta tarefa,
ainda hoje realizada manualmente, consiste na remoc¸a˜o do excesso de solda para reduc¸a˜o das
imperfeic¸o˜es da superf´ıcie das pa´s.
Esses tipos de projetos oferecem vantagens em relac¸a˜o aos custos de aquisic¸a˜o, espac¸o
de trabalho e flexibilidade de aplicac¸a˜o. A concepc¸a˜o, entretanto, esta´ associada a uma se´rie
de desvantagens, que restringem a aplicac¸a˜o pra´tica nos casos mencionados.
As desvantagens nesses casos sa˜o:
• baixa precisa˜o de posicionamento e deslocamento quando comparadas com ma´quinas
ferramenta,
• dificuldade no ajuste dinaˆmico com relac¸a˜o a`s grandes massas a serem movimentadas
e a`s elevadas poteˆncias necessa´rias para o acionamento, e
• dificuldades na simulac¸a˜o e programac¸a˜o off-line, principalmente, devido a` operac¸a˜o
destes sistemas em ambiente confinados e de dif´ıcil modelagem.
Para aumentar a precisa˜o absoluta do deslocamento, existe de um lado a necessidade
de aumentar a rigidez do roboˆ com o aux´ılio de medidas construtivas e, de outro, a de adotar
medidas te´cnicas de ajuste. Os roboˆs industriais sa˜o atualmente equipados com sistemas de
medic¸a˜o indireta de deslocamento do lado do acionamento. Considerando que a transmissa˜o
apresenta uma certa elasticidade, os eixos individuais diferenciam-se entre as posic¸o˜es deseja-
das e reais. Para poder compensar essas diferenc¸as o sistema e´ enta˜o ampliado com recursos
de medic¸a˜o direta do lado acionado.
Assim, o objetivo geral deste trabalho e´ o estudo das dinaˆmicas causadas pela presenc¸a
de flexibilidade (nas juntas) em roboˆs manipuladores nas tarefas de esmerilhamento, buscando
analisar e comparar duas estrate´gias de controle de forc¸a: Controle de Rigidez e Controle de
Impedaˆncia.
Em uma segunda instaˆncia, procura-se estudar e analisar o uso de observadores de forc¸a
e de posic¸a˜o para esses tipos de processos, uma vez que a implementac¸a˜o destas estrate´gias de
controle necessitam de medic¸o˜es do mecanismo acionador (motor), do mecanismo acionado
(elo) e, para o caso do controle de impedaˆncia, das forc¸as de contato com o meio.
4Fenoˆmeno de vaporizac¸a˜o de um l´ıquido pela reduc¸a˜o da pressa˜o, durante seu movimento
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1.2 Organizac¸a˜o do Trabalho
A presente dissertac¸a˜o esta´ dividida em sete cap´ıtulos. Este primeiro cap´ıtulo tem
como meta discutir o problema de controle resultante da presenc¸a de flexibilidade em mani-
puladores, bem como a motivac¸a˜o e objetivos deste trabalho. No cap´ıtulo 2 apresenta-se a
formulac¸a˜o de duas estrate´gias de controle em cascata para manipuladores com transmisso˜es
flex´ıveis (MTF’s) que sa˜o base para o controle de forc¸a indireto: o controle baseado na pas-
sividade e na dinaˆmica inversa. No cap´ıtulo 3, o modelo de forc¸a para as reac¸o˜es do meio e´
introduzido e a ana´lise de estabilidade das duas estrate´gias de controle no contexto de uma
tarefa de esmerilhamento e´ apresentada. No cap´ıtulo 4, trata-se do problema de observac¸a˜o
de estados visando a reconstituic¸a˜o de varia´veis necessa´rias a` implementac¸a˜o do controlador.
Para isto e´ formulado o problema de estimac¸a˜o da posic¸a˜o dos elos e das forc¸as de reac¸a˜o
com a utilizac¸a˜o de duas te´cnicas de observac¸a˜o para a estimac¸a˜o da posic¸a˜o dos elos e das
forc¸as de reac¸a˜o envolvidas na execuc¸a˜o da tarefa. A partir de simulac¸o˜es, o desempenho
dos observadores e´ discutido. No cap´ıtulo 5, e´ apresentado o simulador desenvolvido para a
ana´lise das estrate´gias de controle, que cria um ambiente para facilitar a introduc¸a˜o dos pa-
raˆmetros do roboˆ, meio e controladores usados. No cap´ıtulo 6 sa˜o apresentados os resultados
de simulac¸a˜o e analisado o desempenho, para uma tarefa de esmerilhamento e manipulador
especificados, das estrate´gias de controle e dos observadores. Por fim, o cap´ıtulo 7 traz as
concluso˜es e perspectivas futuras.
1.3 Problemas Dinaˆmicos no Controle de Forc¸a e Posic¸a˜o
A presenc¸a da flexibilidade em sistemas robo´ticos traz problemas dinaˆmicos tanto para
o controle de posic¸a˜o quando para o controle de forc¸a. A fonte de problemas e´ a mesma
para os dois casos e resulta de acoplamentos ela´sticos. No entanto, e´ importante a ana´lise do
problema em ambas as formas de controle.
Controle de posic¸a˜o
Inicialmente, sera´ direcionada a atenc¸a˜o ao problema dinaˆmico trazido pela presenc¸a
da flexibilidade ao controle de posic¸a˜o. Tal problema pode ser compreendido pela ana´lise
de uma situac¸a˜o onde procura-se controlar um u´nico elo r´ıgido, acionado por motor ele´trico,
atrave´s de uma junta ela´stica.
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A figura 1.1 ilustra a situac¸a˜o mencionada com um elo de ine´rcia B e um rotor de
ine´rcia J que transmite o torque τ gerado pelo motor atrave´s de uma junta ela´stica modelada
por uma mola torcional de constante K. A presenc¸a de forc¸as de atrito tanto no movimento
do rotor quando no movimento do elo sa˜o consideradas atrave´s das constantes D1 e D2. Com
estes paraˆmetros, o conjunto de equac¸o˜es diferenciais que regem a dinaˆmica deste sistema,
na auseˆncia da gravidade, pode ser dado por:
Bq¨1 +D1q˙1 +K(q1 − q2) = 0 (1.1)









Figura 1.1: Modelo da junta com flexibilidade
Aplicando a transformada de Laplace sobre as equac¸o˜es (1.1) e (1.2), pode-se realizar
o estudo do desempenho dos controladores cla´ssicos no controle de posic¸a˜o. A partir dessa
ana´lise e´ poss´ıvel compreender as limitac¸o˜es dos controladores de ganhos fixos e facilitar o
estudo de te´cnicas mais avanc¸adas de controle.
A primeira ana´lise e´ feita sobre a aplicac¸a˜o de uma ac¸a˜o de controle do tipo PD
(proporcional-derivativa) para controle de posic¸a˜o, o que permite visualizar algumas das
limitac¸o˜es do seu emprego. O uso do PD decorre do fato de ser um controlador largamente
usado em aplicac¸o˜es na robo´tica. Outros controladores do tipo PI (proporcional-integral) e
PID (proporcional-integral-derivativo) tambe´m sa˜o utilizados na robo´tica e sera˜o analisados
na sequeˆncia.
Duas situac¸o˜es sa˜o propostas para a realimentac¸a˜o do controlador: o fechamento da
malha atrave´s da leitura da posic¸a˜o do elo (Figura 1.2(a)) e o fechamento da malha atrave´s
da leitura da posic¸a˜o do rotor (Figura 1.2(b)).




























Figura 1.2: Diagrama de blocos - Controle PD: (a) realimentac¸a˜o de q1 e (b) realimentac¸a˜o
de q2
As func¸o˜es de transfereˆncia de malha fechada para estes dois casos sa˜o apresentadas
































































Figura 1.3: Lugar das ra´ızes - Controle PD: (a) realimentac¸a˜o de q1 e (b) realimentac¸a˜o de
q2
E´ poss´ıvel verificar, a partir da figura 1.3(a), que o controle de posic¸a˜o do elo realizado
atrave´s da realimentac¸a˜o da sua pro´pria posic¸a˜o leva a modos insta´veis. Esta e´ a principal
caracter´ıstica da presenc¸a da flexibilidade no sistema, pois, insere modos dinamicamente na˜o-
colocados. Estes modos sa˜o originados da complaceˆncia localizada entre o atuador e o sensor,
o que faz com que estas partes possam vibrar fora de fase.
A segunda caracter´ıstica mais vis´ıvel, e´ a degradac¸a˜o da resposta a` medida que os
ganhos do controlador atingem valores elevados. Isto pode ser visto na figura 1.3(b) onde,
mesmo o sistema sendo esta´vel para qualquer escolha de ganhos, apo´s uma certa faixa o
aumento do ganho leva o sistema a ter respostas cada vez mais oscilato´rias, com um tempo
de acomodac¸a˜o cada vez maior.
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O problema da na˜o-colocac¸a˜o dos modos se estende a` qualquer estrate´gia de controle
cla´ssico que seja realizada atrave´s da leitura do elo, como ilustram as figuras 1.4 e 1.5 para
os controles de ac¸a˜o PI e PID respectivamente. Ja´ a complaceˆncia na˜o localizada entre o
atuador e o sensor da´ origem a modos dinamicamente colocados, onde o atuador e o sensor


























































Figura 1.5: Lugar das ra´ızes - Controle PID: (a) realimentac¸a˜o de q1 e (b) realimentac¸a˜o de
q2
Controle de forc¸a
E´ no cena´rio do controle de forc¸a que os efeitos da presenc¸a da flexibilidade tornam-
se mais evidentes. Uma vez que, devido a` leitura da forc¸a (exercida pelo manipulador) ser
realizada atrave´s de um sensor localizado no efetuador, inevitavelmente se obte´m modos
dinamicamente na˜o-colocados. Para analisar esta situac¸a˜o, considere um manipulador com
juntas flex´ıveis em contato com um meio r´ıgido. Este sistema esta´ ilustrado na figura 1.6,
atrave´s de um diagrama de blocos, na qual mr representa a massa do atuador, ml a massa
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do elo, D1 e D2 amortecimentos relativos a` presenc¸a de atrito, K a rigidez da junta e Ks e
Ds a rigidez e amortecimento relativos, respectivamente, ao sensor. F e´ a forc¸a aplicada pelo












Figura 1.6: Diagrama de blocos: roboˆ com flexibilidade em contato com meio r´ıgido
De acordo com o diagrama, a func¸a˜o de transfereˆncia que relaciona a forc¸a aplicada









4 + [(D1 +Ds)mr + (D1 +D2)ml]s
3 + [D2(D1 +D2) +D1DS +
+(K +Ks)mr +Kml]s
2 + [(D1 +Ds)K + (D1 +D2)Ks]s+KKS































Figura 1.7: Ra´ızes da func¸a˜o de transfereˆncia Fs(s)/F (s): (a) ra´ızes da func¸a˜o e (b) regia˜o
demarcada pelo retaˆngulo pontilhado
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Verifica-se que a localizac¸a˜o do zero depende exclusivamente dos paraˆmetros da flexi-
bilidade das juntas do manipulador, tendo em vista que na maioria das vezes despreza-se o
valor de Ds, o qual introduz um zero igual a −Ks/Ds 5. Ja´ a localizac¸a˜o dos po´los depende
de todos os paraˆmetros.
O par de po´los mais a` esquerda e´ devido a` flexibilidade do roboˆ e o outro par de po´los e´
devido a` dinaˆmica do elo-sensor. Nota-se, que a dinaˆmica do sensor exerce grande influeˆncia
no comportamento do sistema, com um par de po´los dominante, tornando-se cada vez mais
a` medida que sua rigidez diminui.
De maneira similar ao problema do controle de posic¸a˜o, todos os arranjos convencionais
realizados com as ac¸o˜es proporcional, integral e derivativa na˜o modificam de forma significante
o lugar das ra´ızes e todas as configurac¸o˜es acabam por ter margens de ganho limitadas. As






























Figura 1.8: Lugar das ra´ızes: (a) controle proporcional e (b) controle proporcional-integral
Na figura 1.8(a), nota-se que os po´los devido a` flexibilidade do roboˆ manipulador ca-
minham para a instabilidade quando o ganho Kp e´ aumentado. Enquanto um po´lo do sensor
vai para o infinito o outro cancela o zero do sistema. Assim, quando ha´ o aumento do ganho
Kp a parte da flexibilidade do manipulador torna-se dominante, fazendo com que o sistema
tenha caracter´ıstica de um sistema de segunda ordem. Uma te´cnica para aumentar o desem-
penho deste controlador e´ a introduc¸a˜o de um filtro passa-baixas de primeira ordem com seu
po´lo dominante. Isso faz com que se obtenha uma resposta transito´ria mais adequada e uma
margem de ganho maior.
A implementac¸a˜o de um controlador PI (C(s) = Kp + Ki/s), conforme mostrado na
5Este zero tem valor bastante elevado devido a` alta rigidez Ks e ao baixo amortecimento Ds do sensor.
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figura 1.8(b), na˜o apresenta mudanc¸as satisfato´rias para resposta do sistema. Traz benef´ıcios
com relac¸a˜o ao erro em regime pore´m as frequeˆncias de ressonaˆncia teˆm suas magnitudes
amplificadas em relac¸a˜o ao controlador proporcional puro, resultando em respostas mais
oscilato´rias.
Na inclusa˜o da estrate´gia de controle PD (C(s) = Kp +Kds), figura 1.9, nota-se que
os po´los devido a` flexibilidade do sensor caminham para a instabilidade enquanto os po´los
devido a` flexibilidade da juntas sa˜o cancelados pelos zeros, a medida que o ganho derivativo
aumenta. O ganho derivativo tambe´m amplifica as frequeˆncias de ressonaˆncia do sistema,
mesmo para valores pequenos, o que contribui para respostas oscilato´rias. Novamente, como
mencionado no caso do controle proporcional, a inclusa˜o de um filtro passa-baixas reduz as














Figura 1.9: Lugar das Ra´ızes - Controle Proporcional-Derivativo
A flexibilidade em roboˆs e´ enta˜o uma poss´ıvel causa de instabilidade para o controle
de forc¸a. As ana´lises acima implicam que para um sistema representativo o limite de desem-
penho para controle de forc¸a e´ inferior do que para controle de posic¸a˜o, dado certo grau de
flexibilidade nas transmisso˜es.
1.4 Equac¸o˜es Dinaˆmicas do Roboˆ Rı´gido
O modelamento dinaˆmico de um roboˆ consiste na procura do mapeamento entre as
forc¸as exercidas sobre a estrutura e as posic¸o˜es, velocidades e acelerac¸o˜es das juntas. Quando
considerado r´ıgido, assume-se que, tanto os elos quanto os acoplamentos entre os atuadores
e os elos sa˜o perfeitamente r´ıgidos. Existem duas formulac¸o˜es muito utilizadas para obter
o modelo dinaˆmico: a formulac¸a˜o de Lagrange e a Formulac¸a˜o de Newton-Euler, a primeira
mais simples e mais sistema´tica e a u´ltima mais eficiente do ponto de vista computacional.
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1.4.1 A Formulac¸a˜o de Lagrange
Desde que as varia´veis de posic¸a˜o de junta qi constituem um conjunto de coordenadas








= τi i = 1, ..., n (1.6)
onde
L(q, q˙) = T (q, q˙)− U(q) (1.7)
e´ o Lagrangeano expresso como a diferenc¸a entre a energia cine´tica T e a energia
potencial U ; τi e´ a forc¸a generalizada na junta i (um torque para uma junta de revoluc¸a˜o e
uma forc¸a para uma junta prisma´tica) e n e´ o nu´mero de juntas do roboˆ. Tipicamente as
forc¸as generalizadas sa˜o referenciadas como torques, uma vez que a maioria das juntas dos
manipuladores sa˜o de revoluc¸a˜o.






onde B(q) e´ a matriz de ine´rcia (n × n) do roboˆ manipulador a qual e´ sime´trica e definida
positiva. Substituindo a equac¸a˜o (1.8) na equac¸a˜o (1.7) e tomando as derivadas necessa´rias
de (1.6) obte´m-se as equac¸o˜es do movimento
B(q)q¨ + C(q, q˙)q˙ + g(q) = τ (1.9)













e´ o vetor (n×1) de forc¸as centr´ıfugas e de Coriolis. Maiores detalhes a respeito da formulac¸a˜o
matema´tica sa˜o encontrados em de Wit et al. [1996].
A expressa˜o (1.9) e´ formada por n equac¸o˜es na˜o-lineares e acopladas. No entanto,
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apesar da complexidade, possuem propriedades matema´ticas que servem como base para
muitos algoritmos de controle:
Propriedade 1 - B(q) = BT (q) > 0, ou seja, a matriz de ine´rcia do conjunto de
elos e´ sime´trica e definida positiva e tanto B(q) quanto B−1(q) sa˜o, devido a` composic¸a˜o
trigonome´trica, uniformemente limitadas como func¸o˜es de q ∈ ℜn.
Propriedade 2 - Existe um torque de controle para cada grau de liberdade, por isso
diz-se que o sistema (1.9) e´ totalmente acionado.
Propriedade 3 - A matriz [B˙(q) − 2C(q, q˙)] e´ anti-sime´trica, onde C(q, q˙) e´ definida
usando, por exemplo, os s´ımbolos de Christoffel [Ortega e Spong, 1988].
1.5 Equac¸o˜es Dinaˆmicas do Roboˆ Flex´ıvel
O manipulador a ser modelado consiste em uma cadeia cinema´tica aberta de revoluc¸a˜o
com n elos (Figura 1.10). Cada elo e´ conectado ao pro´ximo por uma junta que e´ flex´ıvel
na direc¸a˜o de rotac¸a˜o deste elo. O manipulador e´ atuado por motores ele´tricos os quais sa˜o
assumidos serem localizados nas juntas. Mais precisamente, e´ considerada a situac¸a˜o padra˜o
















Figura 1.10: Manipulador Flex´ıvel
Quando as reduc¸o˜es estiverem presentes, estas sera˜o modeladas como posicionadas antes
do elemento ela´stico.
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As seguintes suposic¸o˜es sa˜o feitas sobre a estrutura mecaˆnica:
S1 - Os elos sa˜o r´ıgidos.
S2 - As deformac¸o˜es nas juntas sa˜o pequenas, de modo que os efeitos ela´sticos sa˜o
restringidos a um domı´nio linear.
S3 - A elasticidade na junta e´ modelada como uma mola torcional para juntas de
revoluc¸a˜o e linear para juntas prisma´ticas;
S4 - Os rotores e os atuadores sa˜o modelados como corpos uniformes tendo seus centros
de massa sobre seus eixos de rotac¸a˜o.
Seguindo a formulac¸a˜o de Lagrange, um conjunto de coordenadas generalizadas tem de
ser introduzido para caracterizar a configurac¸a˜o do sistema. Como a cadeia do manipulador
e´ composta de 2n corpos r´ıgidos, 2n coordenadas sa˜o necessa´rias. Seja q1 o vetor (n× 1) das
posic¸o˜es dos elos, e q2 o vetor (n × 1) das posic¸a˜o dos atuadores (rotores), como refletidos
atrave´s das reduc¸o˜es. Com esta escolha, a diferenc¸a q1i − q2i sera´ a deformac¸a˜o na junta i.
Ale´m disso, a cinema´tica direta de todo o manipulador sera´ uma func¸a˜o somente das varia´veis
dos elos q1.
A energia cine´tica total do manipulador e´ a soma da energia cine´tica dos elos e a energia
cine´tica proveniente da rotac¸a˜o somente dos rotores. A energia cine´tica devida a translac¸a˜o
do motor i e´ considerada como parte da energia cine´tica do elo i− 1.





onde q = (qT1 q
T
2 )
T e B(q) e´ matriz de ine´rcia (2n× 2n), a qual e´ sime´trica e definida positiva
para todo q. Ale´m disso, pela rotac¸a˜o das juntas, todos os elementos de B(q) sa˜o limitados






Todos os blocos em (1.13) sa˜o matrizes (n× n): B1 conte´m as propriedades de ine´rcia
dos elos r´ıgidos, B2 refere-se aos acoplamentos inerciais entre cada motor e elos anteriores,
enquanto J e´ a matriz diagonal constante que depende da ine´rcia dos rotores e das relac¸o˜es
de transmissa˜o.
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A energia potencial e´ dada pela soma de dois termos. o primeiro e´ um termo gravita-
cional para ambos elos e rotores; de acordo com S4, e´ dado da seguinte forma:
Ug = Ug(q1). (1.14)




(q1 − q2)TK(q1 − q2) (1.15)
na qual K = diag{k1, ..., kn} e´ a matriz de rigidez das juntas, ki > 0 sendo a constante












As equac¸o˜es dinaˆmicas do movimento sa˜o obtidas da func¸a˜o Lagrangeana L(q, q˙) =







= τei i = 1, ..., 2n (1.18)
onde τei e´ a forc¸a generalizada que realiza trabalho sobre qi. Uma vez que somente as
coordenadas do motor q2 sa˜o diretamente atuadas, todas as forc¸as do lado direito da equac¸a˜o
(1.18) sa˜o agrupadas no vetor e, de dimensa˜o (2n× 1), dado por:
τe = (0 ... 0 τ1 ... τn)
T , (1.19)
onde τi representa o torque externo fornecido pelo motor a` junta i. As coordenadas dos elos
q1i sa˜o indiretamente atuadas somente atrave´s do acoplamento ela´stico, fato que caracteriza
este sistema como parcialmente atuado.
Efetuando as derivadas necessa´rias em (1.18) obte´m-se um conjunto de 2n equac¸o˜es
diferenciais na˜o-lineares de segunda ordem da forma:
B(q1)q¨ + C(q, q˙)q˙ +Keq + g(q1) = τe, (1.20)
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na qual os termos centr´ıfugos e de Coriolis sa˜o



















com g1(q1) = (∂Ug/∂q1)
T . A equac¸a˜o (1.20) e´ conhecida tambe´m como o modelo completo
do manipulador com juntas ela´sticas [de Wit et al., 1996].
Os termos relacionados ao atrito viscoso, que agem sobre os elos e sobre o lado dos
motores da junta ela´stica, podem ser facilmente inclu´ıdos na dinaˆmica do modelo.
1.5.1 O Modelo Reduzido de Spong
Em 1987, Mark W. Spong propoˆs duas hipo´teses que, ale´m de simplificarem o modelo,
propiciaram o desacoplamento entre a dinaˆmica dos elos e a dinaˆmica dos rotores:
Hipo´tese 1: A energia cine´tica ocasionada pela rotac¸a˜o do motor em torno do seu pro´-
prio eixo e´ predominante quando comparada com a energia cine´tica ocasionada pela rotac¸a˜o
do rotor em relac¸a˜o ao sistema inercial.
Hipo´tese 2: A ine´rcia do par rotor/transmissa˜o e´ sime´trica em relac¸a˜o ao eixo de
rotac¸a˜o do rotor tal que o potencial gravitacional do sistema e tambe´m a velocidade do
centro de massa do rotor sa˜o ambos independentes da posic¸a˜o do rotor.
Os roboˆs, em sua maioria, sa˜o constru´ıdos com relac¸o˜es de transmissa˜o relativamente
altas. Isso faz com que a primeira hipo´tese torne-se coerente a ponto de concluir que os
termos de ordem 1/Rg (onde Rg representa o valor da relac¸a˜o de transmissa˜o), contidos em
B(q1), possam ser desprezados. Assume-se enta˜o que B2(q1) em (1.13) e´ nula e, consequente-
mente, os termos de (1.21) relacionados com o rotor tambe´m. Contudo, simplificac¸o˜es e um
desacoplamento inercial sa˜o obtidos reformulando as equac¸o˜es dinaˆmicas do MTF para:
B1(q1)q¨1 + C1(q1, q˙1)q˙1 + g1(q1) = K(q2 − q1) (1.23)
Jq¨2 +K(q2 − q1) = τ (1.24)
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onde J = Rg
2Jm, τ = Rgτm e q2 = Rg
−1qm.
O sub´ındicem e´ usado para representar os paraˆmetros na sa´ıda do motor. Assim, (1.24)
tambe´m pode ser escrita em func¸a˜o destes paraˆmetros como:
Jmq¨mKRg
−1(q1 −Rg−1qm) = τm (1.25)
As equac¸o˜es (1.23) e (1.24) constituem o modelo reduzido de Spong.
Todos os estudos realizados neste trabalho sa˜o baseados no modelo reduzido, o qual
representa as equac¸o˜es dinaˆmicas do manipulador com transmisso˜es flex´ıveis. A equac¸a˜o
(1.23) e´ conhecida como subsistema dos elos ou subsistema do modelo r´ıgido, e (1.24) como
subsistema dos rotores.
O manipulador escolhido para as simulac¸o˜es e suas respectivas matrizes dinaˆmicas sera˜o
apresentados mais adiante no cap´ıtulo referente aos resultados de simulac¸a˜o.
1.6 Me´todos de Identificac¸a˜o da Flexibilidade
Muitos esquemas avanc¸ados de controle formulados recentemente para roboˆs requerem
modelos dinaˆmicos. A precisa˜o, desempenho, estabilidade e robustez destes esquemas depen-
dem, em grande medida, da precisa˜o dos paraˆmetros que descrevem o modelo. Esquemas
adaptativos e robustos podem tolerar algum erro nos paraˆmetros dinaˆmicos, enquanto outros
esquemas depende de uma perfeita realimentac¸a˜o linearizante, como o caso da te´cnica do
torque computado discutida no pro´ximo cap´ıtulo. Em vista disto, a determinac¸a˜o precisa dos
paraˆmetros dinaˆmicos e´ u´til para a maioria dos esquemas e crucial para alguns outros. Em
func¸a˜o da problema´tica deste trabalho, este item trata da identificac¸a˜o de uma flexibilidade
torcional.
O maior obsta´culo que impede a adoc¸a˜o de roboˆs para o processo de remoc¸a˜o de ma-
terial (esmerilhamento, goivagem, e etc) e´ o fato de que a rigidez dos roboˆs industriais atuais
e´ muito menor do que a de uma ma´quina CNC normal. A rigidez para um roboˆ articulado
e´ normalmente menor do que 1N/µm, enquanto uma ma´quina CNC normal frequentemente
possui rigidez maior do que 50N/µm. Entretanto, soluc¸o˜es baseadas em ma´quinas CNC ge-
ralmente apresentam custos elevados, dificultando o retorno do capital investido. Para este
fim, a robo´tica baseada na automac¸a˜o flex´ıvel e´ considerada como uma soluc¸a˜o ideal por sua
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programabilidade, adaptabilidade, flexibilidade e custo relativamente baixo e especialmente
pelos resultados dos roboˆs industriais que ja´ esta˜o aplicados em conjunto as ma´quinas de
fundic¸a˜o e no transporte de partes nos processos. Uma maneira de aumentar a acuracidade
na usinagem robo´tica e´ modelar as deformac¸o˜es causadas pelos esforc¸os mecaˆnicos introdu-
zindo o modelo em uma lei de controle mais elaborada ou em algum modo de compensac¸a˜o
[Zhang et al., 2005]. Assim, nesta sec¸a˜o sa˜o apresentados dois me´todos para a identificac¸a˜o
da flexibilidade.
1.6.1 Identificac¸a˜o Via Deformac¸a˜o no Espac¸o Cartesiano
Como ja´ mencionado na introduc¸a˜o deste cap´ıtulo, o fator que contribui dominan-
temente para uma deflexa˜o na posic¸a˜o do manipulador e´ a complaceˆncia das juntas, por
exemplo, devido a` elasticidade das transmisso˜es.
O modelamento da flexibilidade de um roboˆ de n graus de liberdade pode ser reduzido
para n coeficientes de rigidez no espac¸o de juntas. Do ponto de vista do controle, este modelo
tambe´m e´ menos complexo de implementar, uma vez que todos os controladores dos roboˆs
industriais sa˜o desacoplados para um controle de junta SISO. Como resultado, a deformac¸a˜o
da junta pode ser diretamente compensada sobre a refereˆncia, compensando o erro de posic¸a˜o
entre o aˆngulo do elo e seu valor desejado.
No espac¸o de juntas, os torques e as deformac¸o˜es relacionam-se por:
τ = Kq ·∆Q (1.26)
onde τ e´ o vetor (n× 1) de torques de carga sobre cada junta; Kq e´ a matriz diagonal (n×n)
das constantes de rigidez das juntas e ∆Q e´ o vetor (n× 1) de deformac¸a˜o das juntas.
Enquanto no espac¸o cartesiano:
F = Kx ·∆X (1.27)
onde F e´ o vetor (6×1) de forc¸as e momentos exercidos sobre o efetuador final, ∆X e´ o vetor
(6 × 1) das deformac¸o˜es do efetuador final no espac¸o cartesiano e Kx e´ uma matriz (6 × 6)
de rigidez equivalente para o espac¸o cartesiano.
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Da definic¸a˜o da Matriz Jacobiana J(Q) do roboˆ tem-se:
∆X = J(Q) ·∆Q. (1.28)
O princ´ıpio do trabalho virtual fornece que:
F T = τ ·∆Q. (1.29)




Para um roboˆ articulado, Kx na˜o e´ uma matriz diagonal e e´ dependente da configura-
c¸a˜o. Isto significa que: primeiro, a forc¸a e a deformac¸a˜o no espac¸o cartesiano sa˜o acopladas,
em outras palavras, a forc¸a aplicada em uma direc¸a˜o causara´ deformac¸o˜es em todas as pos-
s´ıveis direc¸o˜es; segundo, a rigidez e´ tambe´m uma func¸a˜o da cinema´tica do roboˆ e muda
significantemente de acordo com a postura do manipulador.
Estas mudanc¸as na rigidez pela postura podem ser modeladas por (1.30), com a consi-
derac¸a˜o de que Kq(i, i), que representa a rigidez da junta i, e´ um valor constante. Assim, se
Kq pode ser medido precisamente, a deformac¸a˜o da extremidade do manipulador sob forc¸as
externas em qualquer regia˜o do espac¸o de trabalho pode ser estimada como:
∆X = J(Q)K−1q J(Q)
T · F. (1.31)
A determinac¸a˜o experimental dos paraˆmetros de rigidez das juntas e´ uma tarefa rela-
tivamente cr´ıtica. Neste modelo, a rigidez da junta e´ um efeito ao qual contribuem motores,
elos, juntas e transmisso˜es. Na˜o se pode considerar precisas identificac¸o˜es que sa˜o realizadas a
partir da separac¸a˜o das partes do roboˆ; por esse motivo, opta-se por realizar essa identificac¸a˜o
no espac¸o cartesiano [Zhang et al., 2005].
Para a experimentac¸a˜o, a extremidade do manipulador e´ posicionada e os valores de
posic¸a˜o das juntas sa˜o registrados. Em seguida e´ aplicada uma carga a` extremidade do
manipulador causando deslocamentos. As posic¸o˜es original e deformada da extremidade sa˜o
obtidas com equipamentos de medic¸a˜o 3 D.O.F., conhecidos como PCMM6, e os resultados
6Vem do ingleˆs Portable Coordinate Measuring Machines. Exemplo de instrumento: ROMER.
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sa˜o utilizados para o ca´lculo das deformac¸o˜es translacionais. Finalmente, a partir da equac¸a˜o
(1.31), Kq pode ser obtida pelo me´todo dos mı´nimos quadrados.
As medic¸o˜es devem ser realizadas repetidas vezes e em diferentes posturas do manipu-
lador, visando maior precisa˜o, para que o me´todo possa ser utilizado, satisfatoriamente, na
predic¸a˜o da deformac¸a˜o estrutural do roboˆ sob condic¸o˜es adversas de carga.
1.6.2 Identificac¸a˜o Baseada na Frequeˆncia de Ressonaˆncia
Nesta te´cnica de identificac¸a˜o, as caracter´ısticas de ressonaˆncia e anti-ressonaˆncia me-
caˆnica de cada junta sa˜o utilizadas para estimar a ine´rcia nominal do elo e a constante
torcional da mola de cada junta flex´ıvel. A ine´rcia nominal e a constante de mola baseadas
neste me´todo contribuem para um controle mais preciso em comparac¸a˜o com o me´todo de
identificac¸a˜o convencional, no qual, se utiliza o teste de velocidade constante e o teste de ace-
lerac¸a˜o da velocidade. Ale´m disso, este me´todo permite uma determinac¸a˜o simples e ra´pida
dos paraˆmetros nominais necessa´rios do modelo [Tungpataratanawong et al., 2004].
O modelo mecaˆnico utilizado para junta flex´ıvel e´ ideˆntico ao apresentado na sec¸a˜o 1.3



























































Figura 1.11: Junta flex´ıvel: (a) Modelo mecaˆnico e (b) Diagrama de blocos do modelo de
duas ine´rcias
A representac¸a˜o matema´tica e´ feita com base no modelo de duas ine´rcias, ilustrado
na figura 1.11(b), onde Icmd e´ a corrente de comando do motor, Kt e´ a constante de torque
do motor e τL representa o torque de distu´rbio devido ao acoplamento com a dinaˆmica dos
outros elos. A posic¸a˜o angular do rotor e´ representada por q2, q1 e´ a posic¸a˜o angular do elo,




o deslocamento angular torcional.
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Identificac¸a˜o dos Paraˆmetros no Domı´nio da Frequeˆncia
Em considerac¸a˜o a`s caracter´ısticas das duas ine´rcias de cada junta, um teste de resposta
em frequeˆncia para o brac¸o do roboˆ identifica ambas a ine´rcia B do brac¸o e a constante de




qs = τ (1.32)
Bq¨1 +D1q˙1 −Kqs = 0 (1.33)
No processo de identificac¸a˜o a velocidade do motor q˙2 e´ usada como sa´ıda do sistema,
desprezando-se os coeficientes de amortecimentoD1 e D2. A relac¸a˜o do torque, obtido atrave´s
da constante de torque Kt do motor e da leitura da corrente Icmd, para a velocidade do motor
q˙2 fornece a frequeˆncia natural de ressonaˆncia wr, e de anti-ressonaˆncia war, a qual e´ baseada












Utilizando um diagrama de Bode, pode-se extrair as frequeˆncias de ressonaˆncia e de
anti-ressonaˆncia e, como consequeˆncia, os valores nominais da ine´rcia do elo e da constante
torcional podem ser obtidos, atrave´s de (1.36) e (1.37), sobre a condic¸a˜o de que a ine´rcia do













A identificac¸a˜o e´ realizada com o sistema em malha aberta sem nenhuma realimentac¸a˜o
no controle da velocidade ou posic¸a˜o do motor. E´ interessante salientar que os drivers7
dos motores devem possuir um controle de corrente ra´pido suficiente para na˜o introduzir
dinaˆmicas na˜o modeladas no experimento.
Com a aquisic¸a˜o dos valores do sinal de entrada Icmd e de sa´ıda q2, juntamente com
a reconstruc¸a˜o da velocidade do motor q˙2, a resposta em frequeˆncia do modelo estimado
7Dispositivo eletroˆnico responsa´vel por garantir a passagem de uma corrente de refereˆncia pelo motor
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pode ser representada graficamente e examinada para a frequeˆncia de ressonaˆncia e de anti-
ressonaˆncia.
1.7 Conclusa˜o
Este cap´ıtulo teve como principal objetivo fornecer a motivac¸a˜o e os objetivos do traba-
lho e uma base teo´rica para o estudo dos fenoˆmenos relacionados a` presenc¸a de flexibilidade
nas juntas de roboˆs manipuladores executando tarefas de posic¸a˜o e de forc¸a.
Apo´s apresentada a organizac¸a˜o do estudo, os problemas dinaˆmicos introduzidos pela
presenc¸a da flexibilidade tanto no controle de forc¸a quanto no de posic¸a˜o foram discutidos a
ponto de esclarecer a necessidade de implementac¸a˜o de controladores mais sofisticados que os
de ganhos fixos. Para isso, as formulac¸o˜es do modelo dinaˆmico do manipulador considerado
r´ıgido e com transmisso˜es flex´ıveis foram introduzidos por serem a base dos controladores que
sera˜o apresentados nos cap´ıtulos 2 e 3.
Por fim, a u´ltima sec¸a˜o apresentou dois me´todos de identificac¸a˜o da flexibilidade das
juntas por considerar de grande importaˆncia a obtenc¸a˜o deste paraˆmetro, uma vez que esta
etapa e´ necessa´ria e constitui o primeiro passo para a implementac¸a˜o dos controladores, tendo
tambe´m considera´vel influeˆncia no desempenho das estrate´gias de controle.
Cap´ıtulo 2
Controle de Forc¸a Indireto para
MTF’s
2.1 Introduc¸a˜o
Quando um manipulador realiza uma tarefa de contato, exige-se do controlador tambe´m
a capacidade de limitar os esforc¸os exercidos pelo roboˆ sobre o meio. A auseˆncia desta
capacidade pode causar se´rios danos a` ferramenta (efetuador) ou a` superf´ıcie de contato.
O controle de interac¸a˜o entre um manipulador e o meio e´ decisivo para o sucesso da
execuc¸a˜o de inu´meras tarefas onde ha´ contato entre o manipulador e a superf´ıcie existindo
forc¸as e torques que devem ser controlados. Exemplos t´ıpicos sa˜o: polimento, usinagem,
goivagem, esmerilhamento e montagem de pec¸as.
Durante a interac¸a˜o, o meio impo˜e restric¸o˜es sobre a trajeto´ria planejada que o mani-
pulador pode seguir. Esta situac¸a˜o e´ geralmente referenciada como restric¸o˜es de movimento.
Nestes casos, o uso de estrate´gias de controle de movimento para o controle da interac¸a˜o
na˜o apresenta bons resultados. Na pra´tica, erros no planejamento da trajeto´ria podem dar
origem a forc¸as de contato que causara˜o o desvio do efetuador da trajeto´ria desejada. Em
consequeˆncia disto, o sistema de controle reage para reduzir este desvio. Esta ac¸a˜o de controle
levara´ ao crescimento das forc¸as de contato ate´ que a saturac¸a˜o dos atuadores das juntas seja
alcanc¸ada ou a quebra das partes em contato ocorra.
O sucesso na execuc¸a˜o de uma tarefa de interac¸a˜o com o meio, pelo uso de estrate´gias de
controle de movimento, pode ser obtido somente se a tarefa for precisamente planejada. Isto
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requer um modelo preciso de ambos manipulador (cinema´tica e dinaˆmicas) e meio (geometria
e caracter´ısticas mecaˆnicas). O modelo do manipulador pode ser conhecido com precisa˜o
suficiente mas uma descric¸a˜o detalhada do meio e´ dif´ıcil de se obter.
Uma soluc¸a˜o para este problema e´ o projeto de outros tipos de controladores que fac¸am
uso de informac¸o˜es sobre as forc¸as de contato ou de alguma forma se relacionem com elas.
Uma classificac¸a˜o de algoritmos de controle de forc¸a em roboˆs inclui [Khalil e Dombre, 2002]:
• Me´todos que envolvem a relac¸a˜o entre posic¸a˜o e forc¸a aplicada: controle de rigidez
passivo, controle de rigidez ativo;
• Me´todos que utilizam a relac¸a˜o entre velocidade e forc¸a aplicada: controle de impedaˆn-
cia ou controle de acomodac¸a˜o;
• Me´todos que utilizam realimentac¸a˜o de posic¸a˜o e forc¸a: controle de posic¸a˜o/forc¸a h´ı-
brido, controle de posic¸a˜o/forc¸a h´ıbrido paralelo e controle de posic¸a˜o/forc¸a paralelo ou
controle h´ıbrido externo;
• Me´todos que utilizam a realimentac¸a˜o da forc¸a: controle de forc¸a expl´ıcito;
• Me´todos baseados na passividade.
Segundo Sciavicco e Siciliano [2005], as estrate´gias de controle de interac¸a˜o podem ser
agrupadas em duas categorias: aquelas que executam controle de forc¸a indireto e aquelas
que executam controle de forc¸a direto. A principal diferenc¸a entre as duas categorias e´ que a
primeira realiza o controle de forc¸a atrave´s do controle de movimento, em outras palavras, a
forc¸a e´ controlada medindo-se deslocamentos, sem o fechamento expl´ıcito de uma malha de
realimentac¸a˜o de forc¸a; a u´ltima, por sua vez, realiza o controle das forc¸as de contato para
um valor desejado atrave´s do fechamento de uma malha de realimentac¸a˜o de forc¸a.
Procurando explorar as vantagens do controle de forc¸a indireto, este trabalho propo˜e a
ana´lise de duas estrate´gias de controle, desenvolvidas para manipuladores r´ıgidos mas esten-
didas para manipuladores com transmisso˜es flex´ıveis, na realizac¸a˜o de tarefas de contato. Sa˜o
elas o Controle de Rigidez e o Controle de Impedaˆncia, ambas com capacidade de seguimento
de trajeto´ria e escolhidas por serem comumente utilizadas.
Estas duas estrate´gias de controle de forc¸a indireto teˆm como esseˆncia duas respectivas
estrate´gias de controle de movimento: uma baseada em passividade e a outra em dinaˆmica
inversa, apresentadas a seguir.
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2.2 Controle em Cascata Baseado na Passividade
O controle em cascata consiste, basicamente, na combinac¸a˜o do seguimento de trajeto´ria
no subsistema dos elos, baseado em passividade, juntamente com o seguimento de trajeto´ria
no subsistema dos rotores.
Nos roboˆs manipuladores r´ıgidos, a passividade pode ser verificada entre o torque apli-
cado e a velocidade desenvolvida nos elos, enquanto nos MTF e´ verificada entre o torque
aplicado e a velocidade desenvolvida nos rotores (Apeˆndice D.3). A partir desta relac¸a˜o
passiva e´ poss´ıvel desenvolver controladores baseados nas func¸o˜es de energia do sistema,
remodelando-a de modo a alcanc¸ar regulac¸a˜o ou ate´ mesmo seguimento de trajeto´ria.
Do ponto de vista da estabilidade, esta te´cnica apresenta a criac¸a˜o de varia´veis de
refereˆncia para velocidade e acelerac¸a˜o em func¸a˜o, respectivamente, dos erros de posic¸a˜o e de
velocidade, que fazem com que o erro de posic¸a˜o em func¸a˜o do tempo seja uma func¸a˜o real
estritamente positiva e torna o sistema globalmente assintoticamente esta´vel.
O projeto do controlador em cascata para o MTF consiste em:
1. Estabelecer uma lei de comando para os elos tal que os elos sigam uma trajeto´ria
desejada na presenc¸a da perturbac¸a˜o introduzida pela dinaˆmica dos rotores.
2. Calcular a consequente trajeto´ria desejada para os rotores para o cumprimento do
primeiro item.
3. Estabelecer a lei de controle para o subsistema dos rotores, tais quais sigam a trajeto´ria
obtida no segundo item.
2.2.1 O Seguimento da Trajeto´ria no Subsistema dos Elos
No MTF, conforme o modelo reduzido de Spong (1.23), o subsistema dos elos e o
subsistema dos rotores sa˜o acoplados atrave´s do torque ela´stico
ue = K(q2 − q1) (2.1)
podendo-se reescrever (1.23) como
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + g1(q1) = ue(q1, q2) (2.2)
2.2. Controle em Cascata Baseado na Passividade 26
O seguimento da trajeto´ria no subsistema dos elos e´ alcanc¸ado pela utilizac¸a˜o de um
torque ela´stico desejado ued. De acordo com o esquema de controle baseado na passividade
[Slotine e Li, 1987], o sinal ued usado para controlar (2.2) e´ escolhido como
ued = B(q1)q¨r1 + C(q1, q˙1)q˙r1 + g1(q1) +KD1s1 (2.3)
no qual KD1 e´ uma matriz diagonal positiva escolhida no projeto, e onde:
q˙r1 = q˙d1 + Λ1q˜1 (2.4)
q˜1 = q1d − q1 (2.5)
s1 = q˙r1 − q˙1 = ˙˜q1 + Λ1q˜1 (2.6)
sendo Λ1 uma matriz diagonal positiva, q˙r1 a ”velocidade de refereˆncia”, que e´ formada pelo
deslocamento da velocidade desejada q˙d1 de acordo com o erro de posic¸a˜o dos elos qd1. O
termo s1 pode ser interpretado como o ”erro entre a velocidade desejada para o elo e a
velocidade de refereˆncia dada ao controle”.
NOTA: Observando a equac¸a˜o (2.3) e´ valido comentar a influeˆncia de cada parcela do sinal,
explicitando que KD1s1 = KD1 ˙˜q1 +KD1Λ1q˜1, na modificac¸a˜o da energia do subsistema dos
elos: os termos g1(q1) e KD1Λ1q˜1 modificam a energia potencial do sistema; as compensac¸o˜es
de B(q1) e C(q1, q˙1) modificam a energia cine´tica em favor do seguimento de trajeto´ria; por
u´ltimo, a parcela KD1 ˙˜q1 introduz um amortecimento que contribui para satisfazer o objetivo
de seguimento.
A posic¸a˜o desejada para os rotores e´ calculada em func¸a˜o do torque ela´stico desejado e
de (2.1)
ue = K(q2 − q1)→ q2d = K−1ued + q1 (2.7)
substituindo (2.3)
q2d = K
−1[B(q1)q¨r1 + C(q1, q˙1)q˙r1 + g1(q1) +KD1s1] + q1 (2.8)
Definindo o erro de posic¸a˜o dos rotores atrave´s de
q˜2 = q2d − q2 (2.9)
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e substituindo (2.8) em (1.23) a equac¸a˜o do erro em malha fechada do subsistema dos elos
fica sendo
B(q1)s˙1 + C(q1, q˙1)s˙1 +KD1s1 = Kq˜2 (2.10)
O resultado acima pode ser entendido como o subsistema dos elos controlado pelo
torque ela´stico ued sob a ac¸a˜o de uma perturbac¸a˜o Kq˜2.
2.2.2 O Seguimento da Trajeto´ria no Subsistema dos Rotores
Nesta etapa, o objetivo e´ fazer com que q˜2, considerado uma perturbac¸a˜o para o sub-
sistema dos elos, tenda para zero. Sendo assim, e´ projetada para o subsistema dos rotores
uma lei de controle u que atenda este requisito. Neste sentido e´ aplicada a seguinte lei de
controle proposta em Guenther e Hsu [1993], isto e´,
u = Ju0 +K(q2 − q1) +KD2s2 (2.11)
onde u0 e´ considerada uma entrada auxiliar de controle que conte´m os paraˆmetros relacionados
ao roboˆ r´ıgido, e e´ projetada com a finalidade de garantir a estabilidade do sistema; KD2 > 0
e´ uma matriz diagonal de ganhos e a varia´vel s2 e´ um erro auxiliar dado por
s2 = ˙˜q2 + Λ2q˜2 (2.12)
no qual Λ2 e´ uma matriz diagonal definida positiva.
Substituindo (2.11) em (1.24) vem
J(q˙2 − u0)−KD2s2 = 0 (2.13)
Para dar finalizac¸a˜o ao projeto, basta enta˜o a escolha da lei de controle auxiliar u0 que
torne a dinaˆmica do rotor esta´vel. Tal lei pode ser escolhida como
u0 = q¨2d + Λ2 ˙˜q2 (2.14)
que substituida em (2.13) resulta em:
Js˙2 +KD2s2 = 0 (2.15)
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Na equac¸a˜o (2.15) e´ mostrado que a dinaˆmica da varia´vel auxiliar de erro s2 e´ global-
mente assintoticamente esta´vel.
A dinaˆmica dos erros no sistema do manipulador sob a ac¸a˜o desta te´cnica de controle e´
globalmente assintoticamente esta´vel. A ana´lise de estabilidade sera´ apresentada em detalhes
no pro´ximo cap´ıtulo.
2.2.3 O Controle no Espac¸o Cartesiano
Independentemente da estrutura mecaˆnica do manipulador, vale a pena salientar que
as especificac¸o˜es da tarefa normalmente sa˜o fornecidas no espac¸o cartesiano, ao passo em
que as ac¸o˜es de controle sa˜o realizadas no espac¸o de juntas. Este fato leva a considerar dois
esquemas de controle: o esquema de controle no espac¸o de juntas (Figura 2.1) e de controle
no espac¸o cartesiano (Figura 2.2), nos quais x representa a posic¸a˜o no espac¸o cartesiano.
Figura 2.1: Esquema geral do controle no espac¸o de juntas
Figura 2.2: Esquema geral do controle no espac¸o cartesiano
O problema do controle no espac¸o de juntas e´ na realidade desmembrado em dois sub-
problemas. Primeiro, a cinema´tica inversa do manipulador e´ resolvida para transformar os
requisitos de movimento do espac¸o cartesiano para o espac¸o de juntas. Enta˜o, um controle no
espac¸o de juntas e´ elaborado para obtenc¸a˜o do seguimento das refereˆncias de entrada. Entre-
tanto, esta soluc¸a˜o tem a desvantagem de que um controle no espac¸o de juntas na˜o influencia
nas varia´veis do espac¸o cartesiano, as quais sa˜o controladas em malha aberta conforme a
2.2. Controle em Cascata Baseado na Passividade 29
estrutura mecaˆnica no manipulador. Como consequeˆncia, qualquer incerteza da estrutura
ou imprecisa˜o da posic¸a˜o do efetuador final causara´ uma perda de precisa˜o das varia´veis do
espac¸o cartesiano [Sciavicco e Siciliano, 2005].
Ja´ o problema do controle no espac¸o cartesiano esta´ na carga computacional gerada
pela complexidade do algoritmo. Devido a` presenc¸a da cinema´tica inversa dentro da malha de
controle, existe a vantagem de interagir diretamente com as varia´veis do espac¸o cartesiano.
Entretanto, o fato de que na verdade as varia´veis deste espac¸o sa˜o obtidas via cinema´tica
direta, atrave´s da medic¸a˜o das varia´veis de junta, esta vantagem torna-se apenas teo´rica.
Contudo, quando a func¸a˜o designada para o manipulador consiste em uma tarefa de contato,
e´ vantajoso que o esquema de controle seja realizado no espac¸o cartesiano, uma vez que a
medic¸a˜o dos esforc¸os do efetuador e´ dada neste espac¸o.
Logo, para alcanc¸ar os objetivos deste trabalho, e´ necessa´rio transformar as estrate´gias
de controle do espac¸o de juntas para o espac¸o cartesiano. Para que isso seja feito, utilizam-se
algumas propriedades relacionais da matriz jacobiana anal´ıtica 1:
x˙ = JAq˙1 → q˙1 = J−1A x˙ (2.16)
x¨ = JAq¨1 + J˙Aq˙1 → q¨1 = J−1A x¨− J−1A J˙Aq˙1 (2.17)
Ale´m dessas relac¸o˜es, e´ necessa´rio a relac¸a˜o que mapeia o torque nas juntas em forc¸a
no espac¸o cartesiano. Esta relac¸a˜o e´ obtida atrave´s do jacobiano transposto como
u = JTAhA (2.18)
onde u representa o torque nas juntas e hA a forc¸a exercida pelo manipulador no espac¸o
cartesiano. O ı´ndice ”A”, utilizado na representac¸a˜o da forc¸a hA, faz refereˆncia ao uso do
jacobiano anal´ıtico no mapeamento.








A − J−TA B(q1)J−1A J˙AJ−1A ]x˙+ J−TA g(q1) = J−TA K(q2 − q1)
(2.19)
1Matriz resultante do Jacobiano do mapeamento Ka(q) : q → x (cinema´tica direta), quando e´ usada uma
representac¸a˜o mı´nima para x
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podendo tambe´m ser reescrita como
B¯(q1)x¨+ C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1) = K¯(q1 − q2) (2.20)













A a matriz de forc¸as centr´ıfugas e Coriolis, g¯(q1) = J
−T
A g1(q1) a matriz de
gravidade e K¯ = J−TA K a matriz de rigidez para o espac¸o cartesiano.
Uma caracter´ıstica primordial e´ que estas matrizes do espac¸o cartesiano manteˆm as
mesmas propriedades de positividade, simetria e anti-simetria que as matrizes da representa-
c¸a˜o no espac¸o de juntas possuem. Tal caracter´ıstica, ale´m de preservar a esseˆncia da te´cnica
(a passividade), permite a reproduc¸a˜o ana´loga de todos os passos utilizados na ana´lise da
estabilidade do manipulador submetido ao controle no espac¸o de juntas.
Tendo o subsistema dos elos descrito no espac¸o cartesiano o controle em cascata e´ obtido
realizando os passos apresentados nas sec¸o˜es 2.2.1 e 2.2.2, assim
uedx = B¯(q1)x¨r + C¯(q1, q˙1)x˙r + g¯(q1) +KDxsx (2.21)
onde KDx e´ uma matriz diagonal positiva escolhida no projeto e
x˙r = x˙d + Λxx˜ (2.22)
x˜ = xd − x (2.23)
sx = x˙r − x˙ = ˙˜x+ Λxx˜ (2.24)
sendo Λx uma matriz diagonal positiva, e x˙r e´ a ”velocidade de refereˆncia”que e´ formada pelo
deslocamento da velocidade desejada x˙d de acordo com o erro de posic¸a˜o no espac¸o cartesiano
xd. O termo sx pode ser interpretado como o ”erro entre a velocidade desejada no espac¸o
cartesiano e a velocidade de refereˆncia dada ao controle”.
A trajeto´ria desejada para o elo vem a ser
q2dx = K¯
−1[B¯(q1)x¨r + C¯(q1, q˙1)x˙r + g¯(q1) +KDxsx] + q1 (2.25)
Definindo o erro no rotor como q˜2x = q2dx−q2 e substituindo (2.21) em (2.20) obte´m-se
a equac¸a˜o do erro
B¯(q1)s˙x + C¯(q1, q˙1)sx +KDxsx = K¯q˜2x (2.26)
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Tendo a trajeto´ria para o rotor ja´ definida em (2.25), o projeto de controle para o
seguimento de trajeto´ria para o subsistema dos rotores segue os mesmos passos apresentados
na sec¸a˜o 2.2.2.
2.3 Controle em Cascata Baseado na Dinaˆmica Inversa
A parametrizac¸a˜o em cascata do MTF facilita a s´ıntese do controle. O controle que sera´
apresentado nesta sec¸a˜o permite obter dois blocos em malha fechada cuja dinaˆmica e´ quase-
linear e onde as equac¸o˜es sa˜o mais simples quando comparadas com outros me´todos existentes.
Isso facilita a ana´lise de estabilidade e a escolha dos paraˆmetros de s´ıntese, enquanto melhora
a robustez do controle. Esta aproximac¸a˜o considera o caso de fortes flexibilidades e portanto
completa a aproximac¸a˜o baseada na teoria da perturbac¸a˜o singular, a qual supo˜e um modelo
onde a flexibilidade e´ pequena [Benallegue, 1991].
2.3.1 Mudanc¸a de Coordenadas no Modelo do Manipulador
Reescrevendo as equac¸o˜es (1.23) e (1.24), do MTF, e definindo o deslocamento torcional
entre elo e rotor como z = q2 − q1, de acordo com Benallegue [1991], obte´m-se:
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + g1(q1) = Kz (2.27)
J(z¨ + q¨1) +Kz = u (2.28)
Da equac¸a˜o (2.27) pode-se extrair
q¨1 = B
−1(q1)[Kz − C(q1, q˙1)q˙1 − g1(q1)] (2.29)
Reescrevendo (2.27) e substituindo (2.29) em (2.28), obte´m-se as equac¸o˜es do MTF
expressas nas novas coordenadas generalizadas [qT1 , z
T ]:
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + g1(q1) = KzJz¨ +Bz(q1, q˙1, z˙) +Gz(q1, z) = u (2.30)
onde,
Bz(q1, q˙1, z˙) = −JB−1(q1)C(q1, q˙1)q˙1 (2.31)
Gz(q1, z) = JB
−1(q1)[Kz − g1(q1)] +Kz (2.32)
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2.3.2 Etapas do projeto de controle
O controle e´ realizado em duas etapas. A primeira e´ a determinac¸a˜o da varia´vel zd, a
qual permite a linearizac¸a˜o do subsistema do modelo r´ıgido. A segunda, e´ o ca´lculo do torque
de controle u usando o resultado zd da primeira etapa. A realizac¸a˜o deste controle e´ poss´ıvel
desde que sejam satisfeitas as seguintes hipo´teses [Benallegue, 1991]:
Hipo´tese 2.1 - A trajeto´ria desejada para q1d(t) e´ suave e suas derivadas temporais
sucessivas de ate´ quarta ordem sa˜o cont´ınuas e limitadas.
Hipo´tese 2.2 - As varia´veis, q1, q˙1, z e z˙ sa˜o mensura´veis para todo t.
2.3.3 O Seguimento da Trajeto´ria no Subsistema dos Elos
Definindo o erro da segunda etapa como z˜ = zd − z, pode-se reescrever (2.30):
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + g1(q1) = K(zd + z˜) (2.33)
Desta forma, zd e´ escolhida para linearizar e desacoplar a equac¸a˜o (2.33), permitindo
a injec¸a˜o de uma dinaˆmica desejada no subsistema do modelo r´ıgido, atrave´s de um controle
auxiliar u0:
zd = K
−1[B(q1)u0 + c(q1, q˙1)q˙1 + g1(q1)] (2.34)
O sinal de controle u0 pode ser, por exemplo, um compensador PD ([Benallegue, 1991]):
u0 = q¨1d −KD q˜1 −Kpq˜1; q˜1 = q1d − q1; ˙˜q1 = q˙1d − q˙1 (2.35)
onde KD > 0 e KP > 0 sa˜o matrizes diagonais, escolhidas de acordo com os requisitos de
projeto.
Substituindo (2.34) em (2.33) vem:
B(q1)[q¨1 − u0] = Kz˜ (2.36)
Assim, com a injec¸a˜o de u0 (equac¸a˜o (2.35)) em (2.36), e´ poss´ıvel obter a equac¸a˜o de
erro no subsistema do modelo r´ıgido:
¨˜q1 +KD ˙˜q1 +KP q˜1 = B
−1(q1)Kz˜ (2.37)
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Esta equac¸a˜o e´ de segunda ordem e quase-linear, pois o termo a` direita da igualdade e´
na˜o nulo e na˜o-linear, e depende do erro z˜ da dinaˆmica do subsistema dos rotores. Os ganhos
KD e KP regem a dinaˆmica do erro de posic¸a˜o dos elos, que sofre a perturbac¸a˜o z˜. Portanto,
o objetivo do controle na segunda etapa e´ fazer com que esta perturbac¸a˜o convirja para zero
de forma suficientemente ra´pida.
2.3.4 O Seguimento da Trajeto´ria no Subsistema dos Rotores
O objetivo da segunda etapa e´ assegurar a taxa de convergeˆncia do erro z˜ para zero.
Esta convergeˆncia e´ alcanc¸ada se realizado um procedimento de linearizac¸a˜o e desacoplamento
similar ao apresentado na sec¸a˜o 2.3.3. Para isso calcula-se o torque de controle u do segundo
bloco da seguinte forma:
u = Jγ +Bz(q1, q˙1, z˙) +Gz(q1, z) (2.38)
onde γ e´ a entrada de controle auxiliar que atua de forma a obter uma dinaˆmica de erro
assintoticamente esta´vel no subsistema dos rotores.
Substituindo (2.38) em (2.30), obte´m-se:
Jz¨ +Bz(q1, q˙1, z˙) +Gz(q1, z) = Jγ +Bz(q1, q˙1, z˙) +Gz(q1, z)
J(z¨ − γ) = 0
Como a matriz J e´ invert´ıvel:
J(z¨ − γ) = 0 −→ z¨ = γ (2.39)
A dinaˆmica injetada por γ pode agora ser escolhida sendo, por exemplo, um controle
PD:
γ = z¨d +KDγ ˙˜z +KPγ z˜, z˜ = zd − z e ˙˜z = z˙d − z˙ (2.40)
onde KDγ = K
T
Dγ > 0 e KPγ = K
T
Pγ > 0 sa˜o matrizes de projeto.
Substituindo (2.40) em (2.39), obte´m-se a seguinte equac¸a˜o de erro no subsistema dos
rotores:
¨˜z +KDγ ˙˜z +KPγ z˜ = 0 (2.41)
A escolha dos ganhos de ambos os controladores PD da 1a e 2a etapas pode ser feita
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buscando uma dinaˆmica de amortecimento cr´ıtico, ou seja:
KD = 2ζω, KP = ω
2, KDγ = 2ζωγ e KPγ = ω
2
γ ,
onde ω e´ a frequeˆncia caracter´ıstica desejada, em rad/s, para o subsistema que representa o
modelo r´ıgido, e ωγ e´ a frequeˆncia caracter´ıstica, em rad/s, desejada para o subsistema dos
rotores.
A dinaˆmica dos erros no sistema do manipulador sob a ac¸a˜o desta te´cnica de controle
e´ globalmente assintoticamente esta´vel, conforme sera´ visto no pro´ximo cap´ıtulo.
2.3.5 O Controle no Espac¸o Cartesiano
Nesta sec¸a˜o os principais resultados do algoritmo proposto em Benallegue [1991], pro-
jetado para o espac¸o de juntas, sa˜o estendidos para o espac¸o cartesiano.
Modelo
Considere a equac¸a˜o (2.30) descrita no espac¸o cartesiano:
B¯(q1)x¨+ C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1) = K¯z (2.42)













A a matriz de forc¸as centr´ıfugas e Coriolis, g¯(q1) = J
−T
A g1(q1) a matriz de
gravidade e K¯ = J−TA K a matriz de rigidez das juntas, todas para o espac¸o cartesiano.
Com isso, a dinaˆmica do manipulador r´ıgido com transmisso˜es flex´ıveis, para fins de
controle, no espac¸o da tarefa e´ obtida:
B¯(q1)x¨+ C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1) = K¯(zdx − z˜) (2.43)
Jz¨ +Bz(q1, q˙1, z˙) +Gz(q1, z) = u (2.44)
com a redefinic¸a˜o de z˜ = zdx − z.
As equac¸o˜es (2.43) e (2.44) sera˜o usadas para representar o me´todo de Benallegue [1991]
no espac¸o cartesiano.
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Etapas de Controle
A primeira etapa do projeto e´ linearizar o subsistema do modelo r´ıgido expresso na
equac¸a˜o (2.43). A segunda etapa e´ o ca´lculo do torque de controle u em (2.44), usando o
resultado da primeira etapa. A realizac¸a˜o deste controle e´ poss´ıvel desde que sejam satisfeitas
as seguintes hipo´teses:
Hipo´tese 2.3 - A trajeto´ria desejada para x(t) e´ suave e suas derivadas temporais
sucessivas de ate´ quarta ordem sa˜o cont´ınuas e limitadas.
Hipo´tese 2.4 - As varia´veis, x, x˙, z e z˙ sa˜o mensura´veis ou observa´veis para todo t.
Hipo´tese 2.5 - O mapeamento cinema´tico ka(q1) → x e´ suave e invert´ıvel, ou seja, o
jacobiano anal´ıtico e´ na˜o singular.
Todos os passos realizados para obtenc¸a˜o do controle no espac¸o da tarefa sa˜o similares
aos realizados na sec¸a˜o 2.3.3, ou seja, para linearizar o subsistema do modelo r´ıgido no espac¸o
da tarefa, zdx em (2.43) e´ escolhido como:
zdx = K¯
−1[B¯(q1)u0x + C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1)] (2.45)
O sinal de control u0 pode ser, por exemplo, um compensador PD ([Benallegue, 1991]):
u0x = x¨d +KDx ˙˜x+KPxx˜; x˜ = xd − x; ˙˜x = x˙d − x˙ (2.46)
onde KDx > 0 e KPx > 0 sa˜o matrizes diagonais, escolhidas de acordo com os requisitos de
projeto.
Substituindo (2.45) em (2.43) vem:
B¯(q1)[x¨− u0x] = −K¯z˜ (2.47)
Assim, com a injec¸a˜o de u0x (equac¸a˜o (2.46)) em (2.47), e´ poss´ıvel obter a equac¸a˜o de
erro no subsistema do modelo r´ıgido:
¨˜x+KDx ˙˜x+KPxx˜ = B¯
−1(q1)K¯z˜ (2.48)
Esta equac¸a˜o e´ de segunda ordem e quase-linear, pois o termo a` direita da igualdade e´
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na˜o nulo, na˜o-linear e depende do erro z˜ da dinaˆmica do subsistema dos rotores. Os ganhos
KDx eKPx regem a dinaˆmica do erro de posic¸a˜o no espac¸o cartesiano, que sofre a perturbac¸a˜o
z˜. Novamente, o objetivo do controle na segunda etapa e´ fazer com que esta perturbac¸a˜o
convirja para zero de forma suficientemente ra´pida, ou seja, ao n´ıvel que sua influeˆncia no
subsistema dos elos possa ser desprezada2.
Tendo a dinaˆmica desejada para zdx ja´ definida em (2.45), o projeto de controle para o
seguimento de trajeto´ria para o subsistema dos rotores segue os mesmos passos apresentados
na sec¸a˜o 2.3.4.
2.4 Controle de Rigidez para MTF’s
Para uma ana´lise detalhada da interac¸a˜o entre o manipulador e ambiente, vale a pena
analisar o comportamento do sistema sob um regime de controle de movimento quando surgem
forc¸as de contato.
Uma vez que as forc¸as de contato sa˜o naturalmente descritas no espac¸o cartesiano, e´
conveniente referenciar o sistema em estudo neste espac¸o. Sendo assim, considere as equac¸o˜es
dinaˆmicas do manipulador (2.20), descritas no espac¸o cartesiano sob a influeˆncia de uma forc¸a
externa:
B¯(q1)x¨+ C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1) = K¯(q2dx − q1)− K¯q˜2 − h (2.49)
Jq˙2 +K(q2 − q1) = u (2.50)
onde h representa uma forc¸a externa exercida sobre o efetuador final.
Ao substituir em (2.49) q2dx projetado na sec¸a˜o 2.2.3 e u projetado na sec¸a˜o 2.2.2,
ambos referentes ao controle de movimento baseado na passividade, obte´m-se a dinaˆmica
do manipulador com transmisso˜es flex´ıveis em malha fechada sob a influeˆncia de uma forc¸a
externa h:
B¯(q1)s˙x + C¯(q1, q˙1)sx +KDxsx = K¯q˜2x + h (2.51)
Js˙2 +KD2s2 = 0 (2.52)
Relembrando a definic¸a˜o da varia´vel de erro auxiliar sx = ˙˜x+Λxx˜, o erro de equil´ıbrio
2A escolha do n´ıvel de convergeˆncia para z˜ depende da tarefa a ser executada.
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no espac¸o cartesiano para (2.51), supondo x¨d = x˙d = 0, e´ obtido pela relac¸a˜o:
KDxΛxx˜ = h (2.53)
A expressa˜o (2.53) mostra que o equil´ıbrio do manipulador comporta-se como uma
mola no espac¸o cartesiano, com rigidez KDxΛx em respeito a forc¸a externa h, denotando
portanto, uma medida de rigidez. De fato, ao escolhermos diferentes valores para KDx e Λx
estaremos realizando o controle de rigidez da interac¸a˜o do efetuador final com o meio ou,
equivalentemente, regulando a complaceˆncia do roboˆ em contato com o meio.
2.4.1 Ana´lise de Estabilidade
Considere as equac¸o˜es dinaˆmicas do manipulador com transmisso˜es flex´ıveis em malha
fechada via controle de rigidez na presenc¸a de uma forc¸a externa:
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx = K¯q˜2x + h (2.54)
J ¨˜q2x +K2 ˙˜q2x +K1q˜2x = 0 (2.55)
onde a equac¸a˜o (2.55) equivale a equac¸a˜o (2.52) com K1 = KD2Λ2 e K2 = JΛ2 +KD2.
Assume-se que a forc¸a externa de reac¸a˜o h, devido ao contato com o meio, tem um
comportamento complacente da forma:
h = Ke(x− xe) (2.56)
ondeKe e´ uma matriz diagonal composta pelas constantes de rigidez do meio e xe sua posic¸a˜o,
ambas no espac¸o cartesiano.
Substituindo (2.56) em (2.54) vem:
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx = K¯q˜2x −Ke(x− xe) = K¯q˜2x +Ke(−x˜+ xd − xe)
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx +Kex˜ = K¯q˜2x +Ke(xd − xe)
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx +Kex˜ = K¯q˜2x + fe
(2.57)
onde fe = Ke(xd − xe) representa uma forc¸a externa de acordo com a posic¸a˜o do meio e da
posic¸a˜o desejada.
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Obte´m-se enta˜o um novo conjunto de equac¸o˜es:
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx +Kex˜ = K¯q˜2x + fe (2.58)
J ¨˜q2x +K2 ˙˜q2x +K1q˜2x = 0 (2.59)













Dada a matriz A, e´ poss´ıvel escolher uma matriz Q > 0, de modo que o par (A,Q1/2)
seja observa´vel, que implique na existeˆncia de uma matriz P = P T > 0 soluc¸a˜o da equac¸a˜o
matricial de Lyapunov:
ATP + PA = −Q (2.61)












onde b1 = b
T
1 > 0 e´ uma matriz constante a ser escolhida no decorrer da ana´lise.
Tomando a derivada de V ao longo das trajeto´rias de (2.58) e (2.59), vem:
V˙ = −sTxKDxsx − sTxKex˜+ sTx K¯q˜2x + x˜T b1 ˙˜x− zTQz − sTx fe (2.63)
Expandindo sx e manipulando V˙ :
V˙ =− ˙˜xTKDx ˙˜x− x˜ΛTxKDxΛxx˜− x˜TΛTxKex˜− x˜T (2ΛTxKDx +KTe ) ˙˜x− x˜T b1x˜
− zTQz + ( ˙˜xT + x˜TΛTx )K¯q˜2x − ( ˙˜xT + x˜TΛTx )fe




V˙ =− ˙˜xTKDx ˙˜x− x˜ΛTxKDxΛxx˜− x˜TΛTxKex˜− zTQz (2.64)
+ ( ˙˜xT + x˜TΛTx )K¯q˜2x − ( ˙˜xT + x˜TΛTx )fe (2.65)
Uma vez que o vetor de estados z decai exponencialmente para zero, devido ao seu
2.4. Controle de Rigidez para MTF’s 39
desacoplamento com as varia´veis do espac¸o cartesiano, a func¸a˜o V˙ pode ser reescrita como
V˙ = − ˙˜xTKDx ˙˜x− x˜ΛTxKDxΛxx˜− x˜TΛTxKex˜− zTQz − ( ˙˜xT + x˜TΛTx )fe + ǫ (2.66)
onde ǫ = ( ˙˜xT + x˜TΛTx )K¯q˜2x e´ exponencialmente decrescente devido a dinaˆmica de q˜2x. Assim,
de acordo com Corless e Leitmann [1981], existe um instante de tempo ti, relativo a escolha
de K1 e K2, onde para todo t > ti a dinaˆmica em (2.66) pode ser descrita por:
V˙t>ti = − ˙˜xTKDx ˙˜x− x˜ΛTxKDxΛxx˜− x˜TΛTxKex˜− ( ˙˜xT + x˜TΛTx )fe (2.67)
Isso faz com que a ana´lise de convergeˆncia seja decidida pela dinaˆmica das varia´veis
do espac¸o cartesiano, o que mante´m coereˆncia com as dinaˆmicas de malha fechada impostas
pela lei de controle a qual impo˜e uma dinaˆmica independente para o erro de posic¸a˜o do rotor.
Para finalizar, define-se o vetor ρT = [x˜T ˙˜xT ] de modo a reescrever (2.67) na forma
V˙ = −ρTNρ+ ρf ′e ; N =

 ΛTxKDxΛx + ΛTxKe 0
0 KDx







Esta disposic¸a˜o permite concluir sobre a convergeˆncia de V˙ pela utilizac¸a˜o da desigual-
dade de Rayleigh-Ritz3, tomando como crite´rio a norma de ρ mediante as seguintes relac¸o˜es:
V˙ = −ρTNρ+ ρf ′e < −λmin(N)||ρ||2 + ρf ′e < 0 (2.69)




onde λmin(N) representa o menor autovalor de N .
Uma vez que a matriz N e´ sempre definida positiva (consequeˆncia da definic¸a˜o dos
ganhos Λ e KD), o resultado encontrado em (2.69) demonstra que ||ρ|| sempre possuira´,
independentemente dos valores dos ganhos, um valor de convergeˆncia. E convergira´ para tal
valor para todo t > ti.
Com isso e´ poss´ıvel trac¸ar um mapa da dinaˆmica do roboˆ em termos de um sub-espac¸o
formado somente pelas varia´veis referentes ao espac¸o cartesiano. Ou seja, se ρ e´ um vetor
formado pelas varia´veis x˜ e ˙˜x, e´ poss´ıvel obter um mapa de fases do sistema (Figura 2.3).
3Descrito no apeˆndice C.1.













Figura 2.3: Mapa de fases para x˜ e ˙˜x
Na figura 2.3, o raio do c´ırculo tracejado corresponde ao valor de convergeˆncia para a
norma de ρ.
Qualquer condic¸a˜o inicial distante da origem gerara´ trajeto´rias que se aproximara˜o dela
sem jamais ating´ı-la, aproximando-se do c´ırculo de raio ||ρ||. Esse c´ırculo delimita uma regia˜o
correspondente a`s incertezas e perturbac¸o˜es na˜o compensadas. Tal regia˜o pode ser reduzida
pela escolha dos ganhos, pore´m na˜o e´ poss´ıvel elimina´-la.
E´ importante observar que se a forc¸a externa inexiste (Ke = 0), o valor de convergeˆncia
para a norma de ρ tende a zero. Isto significa que x˜ tende para zero a medida que t tende para
o infinito, o que caracteriza um seguimento de trajeto´ria. Assim, tambe´m e´ verificada a esta-
bilidade do sistema perante o controle para seguimento de trajeto´ria baseado na passividade,
apresentado na sec¸a˜o 2.2.
2.5 Controle de Impedaˆncia para MTF’s
Nesta sec¸a˜o sera´ analisada a interac¸a˜o do manipulador com o meio sob uma ac¸a˜o de
controle de movimento baseada na dinaˆmica inversa, propondo um controle de forc¸a indireto.
Considere a equac¸a˜o dinaˆmica do subsistema do modelo r´ıgido (2.43), para fins de
controle pela dinaˆmica inversa no espac¸o cartesiano, sob a influeˆncia de uma forc¸a externa:
B¯(q1)x¨+ C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1) = K¯(zdx − z˜)− h (2.72)
onde h representa uma forc¸a externa exercida sobre o efetuador final.
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Com refereˆncia ao modelo (2.72), considere a lei de controle (2.45):
zdx = K¯
−1[B¯(q1)u0x + C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1)] (2.73)
Na presenc¸a de forc¸as externas sobre o efetuador, a dinaˆmica no espac¸o cartesiano e´
descrita por
x¨ = u0x − B¯−1K¯z˜ − B¯−1h (2.74)
que revela a existeˆncia de um termo de acoplamento na˜o-linear com as forc¸as de contato.
Escolhe-se u0x de um modo conceitualmente ana´logo a (2.46) como
u0x = B
−1
m (Bmx¨d +Dm ˙˜x+Kmx˜) (2.75)
onde Bm, Dm e Km sa˜o matrizes diagonais definidas positivas.
Substituindo (2.75) em (2.74) obte´m-se a dinaˆmica do manipulador, no espac¸o cartesi-
ano, em malha fechada:
Bm ¨˜x+Dm ˙˜x+Kmx˜ = BmB¯
−1(q1)h+BmB¯
−1K¯z˜ (2.76)
A expressa˜o (2.76) estabelece um relacionamento entre o vetor h resultante das forc¸as
externas e o vetor de deslocamentos no espac¸o cartesiano sobre a influeˆncia de uma pertur-
bac¸a˜o BmB¯
−1K¯z˜. Uma impedaˆncia pode ser atribu´ıda ao sistema mecaˆnico caracterizada
por uma matriz de massa Bm, uma matriz de amortecimento Dm, e uma matriz de rigidez
Km. Tal impedaˆncia permite especificar o comportamento dinaˆmico ao longo das direc¸o˜es do
espac¸o cartesiano.
A presenc¸a da matriz B¯(q1) torna o sistema acoplado do ponto de vista das forc¸as
externas. Se e´ desejado manter linearidade e desacoplamento durante a interac¸a˜o com o
meio, e´ necessa´rio enta˜o realizar a medic¸a˜o das forc¸as externas de contato e inser´ı-las na lei
de controle (2.73), modificando-a para
zdx = K¯
−1[B¯(q1)u0x + C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1)] + K¯
−1h (2.77)
Esta lei de controle para zdx fornece uma nova dinaˆmica no espac¸o cartesiano
Bm ¨˜x+Dm ˙˜x+Km ˙˜x = BmB¯
−1K¯z˜ (2.78)
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mostrando que a compensac¸a˜o perfeita da forc¸a aplicada torna a resposta em malha fechada
insens´ıvel a` forc¸a aplicada. Em outras palavras, a adic¸a˜o do termo K¯−1h em (2.77) torna o
manipulador infinitamente r´ıgido, com respeito a uma forc¸a externa, a` medida que a pertur-
bac¸a˜o BmB¯
−1K¯z˜ tende para zero.
No entanto este comportamento na˜o conveˆm para execuc¸a˜o de uma tarefa de contato
e uma reac¸a˜o complacente deve ser introduzida ao manipulador. Tal impedaˆncia mecaˆnica
pode ser atingida atrave´s da inserc¸a˜o do termo B¯B−1m h na lei de controle (2.77):
zdx = K¯
−1[B¯(q1)u0x + C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1)] + K¯
−1(B¯B−1m + I)h (2.79)
modificando a dinaˆmica (2.78) para:
Bm ¨˜x+Dm ˙˜x+Km ˙˜x = h+BmB¯
−1K¯z˜ (2.80)
Com isso toda a lei do controle de impedaˆncia sera´ fornecida ao subsistema do modelo
r´ıgido por zdx como:
zdx = K¯
−1[B¯(q1)¨˜x+ C¯(q1, q˙1)x˙+ g¯(q1) +B
−1
m (Dm ˙˜x+Kmx˜) + (B¯(q1)B
−1
m + I)h] (2.81)
Tendo zdx projetada, resta a obtenc¸a˜o da lei de controle destinada ao subsistema dos
rotores que garanta a estabilidade assinto´tica de z˜, cujos passos encontram-se apresentados
na sec¸a˜o 2.3.4.
A implementac¸a˜o de (2.81) requer a realimentac¸a˜o das varia´veis de estado do manipu-
lador (q1, q˙1) e a medida das forc¸as de contato h.
Algumas considerac¸o˜es devem ser feitas sobre a sintonia do controlador. Embora qual-
quer escolha para Bm, Dm, Km que carregam caracter´ısticas f´ısicas seja via´vel, algumas com-
plicac¸o˜es costumam aparecem na pra´tica. Em particular, se a posic¸a˜o onde o contato ocorre
na˜o e´ exatamente conhecida, os elementos das diagonais Bm e Km devem ser escolhidas de
forma a evitar forc¸as de impacto excessivas.
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2.5.1 Ana´lise de Estabilidade
Considere o conjunto de equac¸o˜es que regem a dinaˆmica do manipulador flex´ıvel sob a
ac¸a˜o do controle de impedaˆncia:
Bm ¨˜x+Dm ˙˜x+Km ˙˜x = h+BmB¯
−1K¯z˜ (2.82)
¨˜z +KD ˙˜z +KP z˜ = 0 (2.83)
A forc¸a externa h, representara´ nesta ana´lise, os esforc¸os de interac¸a˜o entre o manipu-
lador flex´ıvel e um meio complacente, cujo modelo de forc¸a e´ considerado:
h = Kev(xe − x) (2.84)
onde Kev e´ a matriz de rigidez do meio e xe a posic¸a˜o do meio no espac¸o cartesiano.
A equac¸a˜o (2.84) tambe´m pode ser escrita como h = Kev(xe−xd+ x˜) e sua substituic¸a˜o
em (2.82) acarreta em uma nova descric¸a˜o para a dinaˆmica do manipulador:
Bm ¨˜x+Dm ˙˜x+ (Km +Kev)x˜ = fe +BmB¯
−1K¯z˜ (2.85)
¨˜z +KD ˙˜z +KP z˜ = 0 (2.86)
fe = Kev(xe − xd) (2.87)
Rearranjando as equac¸o˜es para o espac¸o de estado, na forma ρ˙ = Aρ+B, sendo o vetor
de estados ρ =
[
˙˜xT x˜T ˙˜zT z˜T
]T





−B−1m Dm −B−1m (Km +Kev) 0 B¯−1K¯
I 0 0 0
0 0 −KD −KP
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Nota-se enta˜o que devido ao fato de Bm, Dm eKm serem matrizes definidas positivas, as
dinaˆmicas de x˜ e z˜ resultam esta´veis, ate´ mesmo na auseˆncia de uma forc¸a externa (Kev = 0),
fazendo com que esta prova tambe´m sirva para a sec¸a˜o 2.3.
Conclui-se tambe´m, que a dinaˆmica para z˜ e´ globalmente assintoticamente esta´vel. Ja´
na dinaˆmica de x˜, a assintoticidade na˜o e´ alcanc¸ada devido a presenc¸a da forc¸a de contato. A
equac¸a˜o (2.89) mostra que a rigidez do meio Kev e´ somada ao paraˆmetro de rigidez desejada
para o manipulador Km, implicando na necessidade de aumento do valor do amortecimento
Dm para uma dinaˆmica na˜o-oscilato´ria. Para um caso particular, onde a tarefa de contato





Existem tarefas de contato que envolvem o acabamento superficial. Estas tarefas geral-
mente necessitam que a dinaˆmica de contato seja na˜o-oscilato´ria, caso contra´rio, o efetuador
final podera´ causar imperfeic¸o˜es superficiais.
Procurando evitar este tipo de situac¸a˜o, os ganhos do controlador podem ser ajustados
com o intuito de atingir um amortecimento cr´ıtico. No entanto, a dinaˆmica desejada de
contato ainda sofre com a perturbac¸a˜o introduzida por z˜, e isto implica em outro crite´rio de
projeto. Tal crite´rio consiste no tempo de resposta de cada subsistema, cabendo ao projetista
estipular a relac¸a˜o entre eles, de acordo com os requisitos da tarefa. Nesta linha de racioc´ınio,
os ganhos podem ser encontrados com base em uma analogia a uma dinaˆmica gene´rica dada
por:
φ¨+ φ˙2ξωn + φω
2
n = 0 (2.92)
onde φ representa uma varia´vel qualquer; ω2n e´ a frequeˆncia caracter´ıstica, em rad/s, do
sistema e ξ o amortecimento. Na teoria de controle linear, um fato ja´ fundamentado e´ que a
escolha de ξ = 1 leva ao amortecimento cr´ıtico. O que modifica (2.92) para
φ¨+ φ˙2ωn + φω
2
n = 0 (2.93)
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m (Km +Kev)x˜ = B
−1
m fe + B¯
−1K¯z˜ (2.95)













onde ωnx e´ a frequeˆncia caracter´ıstica da dinaˆmica de x˜. Embora a relac¸a˜o para Km acima
possibilite um valor negativo para a matriz de ganho, a definic¸a˜o de Km (matriz definida
positiva) impossibilita esta escolha.
Estas relac¸o˜es em conjunto com (2.95) mostram que e´ poss´ıvel obter uma mesma
frequeˆncia caracter´ıstica para diferentes valores de Bm. O que revela um grau de liberdade
de grande importaˆncia uma vez que, de acordo com (2.85), a reduc¸a˜o do valor de Bm reduz
a influeˆncia da perturbac¸a˜o z˜ na dinaˆmica de x˜ e a amplitude do erro inicial no momento
do contato. Entretanto, deve haver uma parcimoˆnia entre o uso de Bm para a reduc¸a˜o do
erro inicial e da perturbac¸a˜o e os esforc¸os de contato, uma vez que, como mencionado ante-
riormente, os esforc¸os de contato aumentam com relac¸a˜o direta ao valor de Bm. Ale´m disso,
devido a definic¸a˜o dos ganhos (definidos positivos), e´ visto um valor mı´nimo de Km para que
se possa obter uma resposta criticamente amortecida. Esta limitac¸a˜o e´ imposta pela rigidez
do meio Kev e implica em um intervalo de sintonia para Km compreendido entre (Kev,+ inf].
Com relac¸a˜o a equac¸a˜o (2.86), a mesma analogia pode ser feita obtendo as relac¸o˜es dos











onde ωnz e´ a frequeˆncia caracter´ıstica da dinaˆmica de z˜.
Neste ponto, ja´ e´ conhecido que a impedaˆncia desejada para o manipulador flex´ıvel e´
degradada pela parcela BmB¯
−1K¯z˜ (equac¸a˜o (2.85)). Para fazer frente a este problema, as
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frequeˆncias caracter´ısticas ωnz e ωnx sa˜o ferramentas de projeto de grande utilidade. Atrave´s
delas ajusta-se o tempo de resposta de cada subsistema, aumentando a eficieˆncia do controle,
ao fazer com que z˜ convirja para zero, relativamente, muito mais ra´pido do que o tempo de
reposta desejado para x˜.
2.6 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo, discutiu-se as capacidades exigidas dos controladores quando um mani-
pulador esta´ sujeito a contatos com o meio externo, evidenciando que a falta da capacidade
de limitar os esforc¸os de contato implica na possibilidade de causar se´rios danos a ferramenta
ou a` superf´ıcie do meio.
Algumas das estrate´gias de controle que fazem o uso das informac¸o˜es sobre os esforc¸os
de contato foram apresentadas, fazendo-se uma divisa˜o em dois grandes grupos: as de controle
de forc¸a direto e de controle de forc¸a indireto.
Considerando o objetivo de realizar tarefas que envolvem o seguimento de trajeto´ria e
simultaˆneo controle de forc¸a, duas estrate´gias de controle de forc¸a indireto foram escolhidas
para extensa˜o e ana´lise em MTF’s: o Controle de Rigidez e o Controle de Impedaˆncia. Estas
estrate´gias foram escolhidas por serem comumente utilizadas, possibilitarem o seguimento de
trajeto´ria e manterem relac¸o˜es dinaˆmicas com as forc¸as de contato.
O controle de rigidez resulta de uma estrate´gia de controle de movimento baseada na
teoria da passividade, enquanto o controle de impedaˆncia e´ uma estrate´gia baseada na dinaˆ-
mica inversa. Para maior compreensa˜o, as formulac¸o˜es da estrate´gia baseada na passividade
e na dinaˆmica inversa foram apresentadas. Apesar de possu´ırem conceitos distintos, ambas
as estrate´gias sa˜o estendidas ao MTF por um procedimento em cascata onde se trabalha
primeiramente o subsistema dos elos e posteriormente o subsistema dos rotores. Ao final
de cada procedimento, discutiu-se sobre a interpretac¸a˜o e escolha dos ganhos, bem como as
influeˆncias dinaˆmicas nas respostas devido a presenc¸a da flexibilidade.
Por fim, foram apresentadas as ana´lises de estabilidade tanto na auseˆncia de contato,
verificando o seguimento de trajeto´ria, quanto na presenc¸a de forc¸as de reac¸a˜o ao considerar
o meio modelado como uma mola para o controle de rigidez e o de impedaˆncia.
Cap´ıtulo 3
Controle de Forc¸a Indireto Aplicado
a Tarefas de Esmerilhamento
3.1 Introduc¸a˜o
Neste cap´ıtulo as duas estrate´gias de controle de forc¸a indireto, apresentadas no cap´ıtulo
anterior, sera˜o avaliadas em tarefas de esmerilhamento. A ana´lise busca encontrar crite´rios
de ajuste para os ganhos dos controladores a partir dos paraˆmetros do processo visando a
estabilidade do sistema.
Ao considerar que, em geral, o modelo dinaˆmico das forc¸as de reac¸a˜o define os crite´rios
para estabilidade do sistema, busca-se um modelo matema´tico coerente para as forc¸as geradas
pela ferramenta. Para isso, alguns modelos da literatura sera˜o discutidos com o objetivo de
reunir tais conceitos em um modelo reduzido que permita a ana´lise de estabilidade e seja
suficiente para garantir os resultados esperados.
3.2 A Tarefa de Esmerilhamento e o Modelo de Forc¸as
Sistemas de controle de roboˆs atualmente adotados na indu´stria para tarefas de rebar-
bac¸a˜o normalmente exigem o conhecimento da trajeto´ria (”path”) do efetuador final. Isto
deve ser obtido via programac¸a˜o ”off-line”, modelos assistidos por computador e aprendiza-
gem por me´todos onde o operador guia o roboˆ, definindo a trajeto´ria desejada [Sugita et al.,
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2004]. As incertezas da trajeto´ria sa˜o usualmente compensadas pela adoc¸a˜o de uma ferra-
menta complacente adequada, que realiza um controle de rigidez passivo, sem qualquer malha
de realimentac¸a˜o relacionada a forc¸a.
A geometria desconhecida da pec¸a e´ tambe´m um problema e pode ser tratado atrave´s
de um me´todo de projec¸a˜o geome´trica [Chen e Tung, 2000], onde assume-se que as rebarbas
sa˜o pequenas de modo a considerar que a variac¸a˜o de seus tamanhos na˜o influencia na forc¸a
de corte.
Algumas tarefas de rebarbac¸a˜o envolvem o problema de seguimento de contornos, onde
o objetivo e´ controlar a forc¸a normal e a velocidade tangencial da ferramenta ao longo das
direc¸o˜es n (normal) e t (tangencial) referenciadas de acordo com a superf´ıcie da pec¸a.
Observou-se que a maioria dos autores negligenciam a terceira dimensa˜o por despreza-
rem a magnitude da forc¸a de contato ortogonal aos vetores tangenciais e normais a superf´ıcie.
O mesmo sera´ feito neste trabalho, onde sera˜o consideradas apenas os esforc¸os nas direc¸o˜es
normais (sub´ındice n) e tangencias (sub´ındice t) a superf´ıcie e, consequentemente, um plano
XY do espac¸o cartesiano que sera´ referenciado pelos sub´ındices x e y.
Dependendo da tarefa, muitos paraˆmetros devem ser considerados tais como a veloci-
dade tangencial da ferramenta, a topologia e afiac¸a˜o da ferramenta, a direc¸a˜o da velocidade
angular da ferramenta com relac¸a˜o a direc¸a˜o do avanc¸o, a rigidez da pec¸a, a profundidade
de corte e a altura e espessura da rebarba. Por exemplo, se o material e´ homogeˆneo, enta˜o a
forc¸a de corte aumenta proporcionalmente a` quantidade de material removido. Se o efetuador
final do manipulador move-se com velocidade constante ao longo do contorno, enta˜o a forc¸a
variara´ proporcionalmente a` profundidade de corte. Os processos de corte, entretanto, geram
tambe´m uma forc¸a de reac¸a˜o que na˜o e´ diretamente tangencial a superf´ıcie. Na verdade, a
componente normal desta forc¸a de contato pode trazer problemas ao controle de forc¸a intro-
duzindo distu´rbios na malha de controle fazendo com que o manipulador penetre na pec¸a ou
perca contato dependendo do sentido da rotac¸a˜o do esmeril com relac¸a˜o ao sentido de avanc¸o.
Na figura 3.1, pode-se observar as forc¸as que agem sobre a pec¸a durante um processo
de corte1. Para simplificar a ilustrac¸a˜o e´ assumido que a cada instante apenas um dente
da ferramenta esta´ em contato com a superf´ıcie e que todas as forc¸as agem sobre um u´nico
ponto.
1Usinagem e esmerilhamento sa˜o processos diferentes para remoc¸a˜o de material, pore´m, apresentam uma
orientac¸a˜o semelhante para as forc¸as de reac¸a˜o. Sendo assim, para facilitar a compreensa˜o, uma ferramenta
com dentes sera´ utilizada para ilustrar o processo de corte.




































Figura 3.1: Forc¸as geradas pela ferramenta sobre a superf´ıcie da pec¸a de trabalho. (a)
mov. discordante - a direc¸a˜o do avanc¸o da ferramenta coincide com a direc¸a˜o da velocidade
perife´rica do dente em contato com a superf´ıcie; (b) mov. concordante - a direc¸a˜o do avanc¸o da
ferramenta e´ oposto a` direc¸a˜o da velocidade perife´rica do dente em contato com a superf´ıcie.
Se o avanc¸o da ferramenta tem direc¸a˜o coincidente com a direc¸a˜o da velocidade pe-
rife´rica do dente da ferramenta em contato com a superf´ıcie (Figura 3.1(a)), as forc¸as de
esmerilhamento que agem sobre a pec¸a teˆm uma componente ~Ft orientada como a velocidade
tangencial, enquanto a componente normal ~Fn fica orientada da superf´ıcie para a ferramenta.
As forc¸as de reac¸a˜o geradas sobre a ferramenta (e medidas pelo sensor de forc¸a) teˆm, portanto,
direc¸o˜es contra´rias ao seu avanc¸o caracterizando um movimento discordante. E´ interessante
notar que neste caso a forc¸a de reac¸a˜o normal tende a puxar a ferramenta para dentro da
superf´ıcie da pec¸a podendo, eventualmente, fazer com que esta penetre demasiadamente e
trave impossibilitando o roboˆ de realizar a tarefa.
Por outro lado, se o sentido do avanc¸o da ferramenta e´ oposto a` velocidade perife´-
rica do dente da ferramenta em contato com a superf´ıcie (Figura 3.1(b)), a forc¸a de reac¸a˜o
normal gerada sobre a ferramenta tende a empurra´-la da superf´ıcie enquanto a forc¸a de re-
ac¸a˜o tangencial tende a aumentar a velocidade de avanc¸o, o que caracteriza um movimento
concordante.
Para cada dente da ferramenta em contato com a superf´ıcie, existe uma forc¸a de corte,
~Fc, agindo na direc¸a˜o da velocidade tangencial de corte e uma forc¸a normal, ~Fr, agindo na
direc¸a˜o radial. Usualmente assume-se que a forc¸a radial e´ proporcional a` forc¸a de corte, isto
e´,
Fr = Fc tan(φ− γ) (3.1)
onde φ e´ o angulo de fricc¸a˜o (geralmente de dif´ıcil estimac¸a˜o) e γ e´ o aˆngulo do chanfro frontal
(Figura 3.2).
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A forc¸a de corte sobre a pec¸a Fc pode ser expressa como [Radford, 1980]:
Fc =
b δ v u
w
(3.2)
onde b e´ a espessura do rebolo (disco de corte), δ a profundidade de corte, v o avanc¸o (ou
seja, a velocidade tangencial do efetuador final), u e´ a energia espec´ıfica do material e w e´ a
velocidade angular do rebolo. Estes paraˆmetros tambe´m apresentam grande dificuldade de
estimac¸a˜o. No sistema de coordenadas da tarefa, ~Fn e ~Ft representam as componentes da
forc¸a resultante ~F .
Dente





Figura 3.2: Aˆngulo do chanfro frontal da ferramenta para um u´nico dente em contato com a
superf´ıcie
Sabendo-se que em uma tarefa de esmerilhamento ou rebarbac¸a˜o adequadamente pla-
nejada a profundidade de corte deve variar proporcionalmente com a altura da rebarba, a
escolha da profundidade de corte dependera´ da magnitude da forc¸a normal a qual se deseja
suportar, o que indiretamente resulta em uma proporcionalidade entre a refereˆncia para forc¸a
normal e a altura da rebarba.
Na˜o e´ objetivo deste trabalho o estudo detalhado do modelo de forc¸as. Pore´m, e´
preciso definir um modelo representativo simples e coerente para a realizac¸a˜o das ana´lises de
estabilidade, sendo enta˜o importante a compreensa˜o de modelos existentes na literatura. Na˜o
bastando, e´ preciso que se obtenha um modelo que leve em considerac¸a˜o a decomposic¸a˜o das
forc¸as tangenciais e normais no espac¸o cartesiano.
Em vista disso, a pro´xima sec¸a˜o traz a definic¸a˜o de um modelo simplificado para reali-
zac¸a˜o das ana´lises de estabilidade. Uma sintetizac¸a˜o dos modelos encontrados em Ziliani et al.
[2007], Ziliani et al. [2005], Sugita et al. [2004] ,Chen e Tung [2000], Radford [1980], Kim et al.
[2007] e Pires e Afonso [2007].
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3.3 Simplificac¸a˜o do Modelo de Forc¸as
O objetivo desta sec¸a˜o e´ a definic¸a˜o de um modelo simplificado de forc¸as que explicite
sua dependeˆncia com os principais paraˆmetros dinaˆmicos: velocidade de avanc¸o e a profundi-
dade de corte. Deseja-se ainda que o modelo considere todas as direc¸o˜es poss´ıveis no espac¸o
cartesiano para a velocidade de avanc¸o.
Para isso, considere inicialmente que a forc¸a de corte definida pela equac¸a˜o (3.2) seja
reescrita como:
Fc =
b u δ v
w
= fc(δ)v (3.3)
ficando explicitamente dependente da profundidade de corte δ e da velocidade de avanc¸o v,
consideradas variantes no tempo.
Para que a magnitude desta forc¸a fique definida para qualquer direc¸a˜o de avanc¸o, a
velocidade de avanc¸o v sera´ representada pela soma de suas componentes no espac¸o cartesiano,
ou seja:













onde β = tg−1(x˙y/x˙x) e´ o aˆngulo que relaciona as amplitudes de x˙x e x˙y.
No que diz respeito a`s forc¸as normal e tangencial, sera´ definido que estas estara˜o dire-
tamente relacionadas com a forc¸a de corte atrave´s de um aˆngulo α, conforme pode ser visto
na figura 3.3:
Ft = Fc cosα
Fn = Fc senα
(3.5)
Com estas definic¸o˜es torna-se poss´ıvel representar a forc¸a de corte no sistema de co-
ordenadas do espac¸o cartesiano, onde fica representada por h = [Fx Fy]
T , em termos das
componentes da velocidade de avanc¸o. Tais relac¸o˜es podem ser verificadas nas equac¸o˜es (3.6)
e (3.7) para o movimento concordande e discordante, respectivamente. As figuras 3.3(a) e
3.3(b) facilitam a compreensa˜o das relac¸o˜es obtidas ao ilustrar os vetores envolvidos.

































Figura 3.3: Representac¸a˜o simplificada das forc¸as geradas pela ferramenta sobre a superf´ıcie








 −fc(δ) cosβ cos(α+ β) −fc(δ) senβ cos(α+ β)
















 fc(δ) cosβ cos(α+ β) fc(δ) senβ cos(α+ β)







 = C+A (δ, β)x˙
(3.7)
Nos casos em que β for multiplo de π/2 as componentes de forc¸a do espac¸o cartesiano
sera˜o as pro´prias componentes de forc¸a normal e tangencial.
Para que as seguintes manipulac¸o˜es matema´ticas na˜o sejam duplicas devido a existeˆncia








 CA11(δ, β) CA12(δ, β)







 = CA(δ, β)x˙ (3.8)
E´ importante observar que a matriz CA(δ, β) e´ uma matriz limitada para cada conjunto
de paraˆmetros do processo. Em outras palavras, dadas as condic¸o˜es de esmerilhamento ou
usinagem, todos os termos estara˜o limitados por serem func¸o˜es trigonome´tricas e a profundi-
dade de corte ser limitada pelo diaˆmetro do rebolo. Estas caracter´ısticas sera˜o fundamentais
para as ana´lises a seguir.
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3.4 Ana´lise do Controle de Rigidez Aplicado a` Tarefa de Es-
merilhamento
Considere as equac¸o˜es (2.51) e (2.52), obtidas na sec¸a˜o 2.4, que representam o sistema
em malha fechada via ac¸a˜o do controle de rigidez na presenc¸a de uma forc¸a externa:
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx = K¯q˜2x + h (3.9)
Js˙2 +KD2s2 = 0 (3.10)
Nas equac¸o˜es (3.9) e (3.10) todas as matrizes envolvidas apresentam-se de forma gene´-
rica sendo necessa´rio, para in´ıcio de ana´lise, a definic¸a˜o de suas dimenso˜es.
A partir do plano xy conclui-se que as matrizes B¯ e C¯ assumira˜o dimenso˜es (2 × 2)
enquanto J permanece com dimensa˜o gene´rica (n × n) por estar relacionada ao espac¸o de
juntas. O mesmo acontece com as matrizes de ganhos, ou seja, KD2 e Λ2 permanecem com












contendo as matrizes um ganho para cada dimensa˜o.
Substituindo o modelo de forc¸as simplificado (3.8) em (3.9) vem:
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx = K¯q˜2x + CA(δ, β)x˙ (3.12)
Com base na definic¸a˜o de que ˙˜x = x˙d − x˙, o modelo de forc¸as pode ser reescrito como
CA(δ, β)x˙ = CA(δ, β)(x˙d − ˙˜x) (3.13)
Substituindo esta equivaleˆncia em (3.12) obte´m-se:
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx + CA(δ, β) ˙˜x = K¯q˜2x + CA(δ, β)x˙d (3.14)
A ana´lise de estabilidade sera´ realizada pelo me´todo direto de Lyapunov na utilizac¸a˜o
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onde b1 e b2 sa˜o matrizes sime´tricas positivas definidas a serem escolhidas.
Tomando a derivada de V ao londo das trajeto´rias de (3.14) e (3.10), resulta:
V˙ = −sTxKDxsx−sT2 KD2s2−sTxCA(δ, β) ˙˜x+sTx K¯q˜2x+sxTCA(δ, β)x˙d+x˜T b1 ˙˜x+q˜T2xb2 ˙˜q2x (3.16)
De acordo com a definic¸a˜o de sx e s2, V˙ pode ser representada da seguinte forma:
V˙ =− ˙˜xTKDx ˙˜x− x˜TΛTxKDxΛxx˜− 2x˜TΛTxKDx ˙˜x+ ˙˜qT2xKD2 ˙˜q2x −
q˜T2xΛ
T
2 KD2Λ2q˜2x − 2q˜T2xΛT2 KD2 ˙˜q2x + ( ˙˜xT + x˜TΛxT )K¯q˜2x +
( ˙˜xT + x˜TΛx
T )CA(δ, β)(x˙d − ˙˜x) + x˜T b1 ˙˜x+ q˜T2xb2 ˙˜q2x
(3.17)
Escolhendo b1 = 2Λ
T
xKDx e b2 = 2Λ
T
2 KD2 ha´ um cancelamento de parcelas reduzindo
(3.17) para:
V˙ =− ˙˜xTKDx ˙˜x− x˜TΛTxKDxΛxx˜+ ˙˜qT2xKD2 ˙˜q2x − q˜T2xΛT2 KD2Λ2q˜2x +
( ˙˜xT + x˜TΛx
T )K¯q˜2x + ( ˙˜x
T + x˜TΛx
T )CA(δ, β)(x˙d − ˙˜x)
(3.18)
Para finalizar a manipulac¸a˜o, define-se o vetor ρT = [ ˙˜xT x˜T ˙˜qT2x q˜
T
2x] de modo a reescrever
(3.17) na forma:
V˙ = −ρTNρ+ ρfesm ; N =


KDx + CA(δ, β) 0 0 −K¯
ΛTxCA(δ, β) Λx
TKDxΛx 0 −ΛxT K¯
0 0 KD2 0













Esta disposic¸a˜o permite concluir sobre a convergeˆncia de V˙ pela utilizac¸a˜o da desigual-
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dade de Rayleigh-Ritz2, tomando como crite´rio a norma de ρ mediante as seguintes relac¸o˜es:
0 > V˙ = −ρTNρ+ ρf ′e ≤ −λmin(N)||ρ||2 + ρf ′e (3.20)






onde λmin(N) representa o menor autovalor da matriz N .
Conforme o resultado encontrado em (3.20), havera´ um valor de convergeˆncia para ||ρ||
sempre que matriz N for definida positiva, ou seja, se seus autovalores forem todos positivos.
Ao observar a matriz N , em (3.19), e´ poss´ıvel notar o desacoplamento da dinaˆmica das
varia´veis do rotor com as do espac¸o operacional e assim a existeˆncia de dois conjuntos de
autovalores: os autovalores relativos as varia´veis do rotor e os relativos as varia´veis do espac¸o
cartesiano.
Diferentemente da ana´lise da sec¸a˜o 2.4.1, a matriz N na˜o mais e´ definida positiva para
quaisquer valores dos ganhos. Ou equivalentemente, os autovalores relativos a`s varia´veis do
rotor sa˜o todos positivos para quaisquer valores de KD2 e Λ2 maiores que zero, pore´m, os
sinais de alguns autovalores, relativos as varia´veis do espac¸o cartesiano, esta˜o condicionados
aos elementos de CAδ, β.
Isto se deve ao fato de que a matriz CA(δ, β) na˜o e´ sime´trica nem constante. O que
equivale dizer que as forc¸as de reac¸a˜o na˜o sa˜o simplesmente opostas ao sentido vetorial do
movimento do manipulador como tambe´m suas magnitudes na˜o dependem exclusivamente
da quantidade de movimento do manipulador. Como consequeˆncia surgira´ um limite inferior
(valores mı´nimos) para o ajuste dos ganhos KDx e Λx que resulte em um sistema esta´vel em
malha fechada.
A matriz N , para este modelo de forc¸as adotado, possui 4+2n autovalores (n e´ o
nu´mero de juntas do manipulador). Quatro autovalores relacionados ao subsistema dos elos
e 2n autovalores relacionados ao subsistema dos rotores.
Os autovalores relacionados ao subsistema dos rotores dependem unicamente dos ganhos
KD2 e Λ2, e sa˜o positivos para qualquer escolha destes ganhos que respeitem suas definic¸o˜es.
2Descrito no apeˆndice C.1.
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Estes autovalores esta˜o expressos abaixo:
λ1i = Λ
2
2iKD2i > 0 (3.23)
λ2i = KD2i > 0 i = 1, 2, ..., n. (3.24)
Dos quatro autovalores relacionados ao subsistema dos elos, dois sa˜o func¸a˜o tambe´m dos
paraˆmetros do processo de corte, ou seja, dos elementos de CA(δ, β). Destes enta˜o retiram-se
as condic¸o˜es de ajuste para KDx e Λx que sa˜o usadas para definir o sinal dos autovalores. Os
quatro autovalores relacionados ao subsistema dos elos esta˜o expressos abaixo:
λ4 = Λ
2
xxKDxx > 0 (3.25)
λ5 = Λ
2
xyKDxy > 0 (3.26)
λ6,7 =










Dxx − 2KDxxKDxy +K2Dxy (3.28)
T2 = 2(KDxx −KDxy)CA11(δ, β) + 2(KDxy −KDxx)CA22(δ, β) (3.29)
T3 = CA11(δ, β)
2 − 2CA11(δ, β)CA22(δ, β) + CA22(δ, β)2 + 4CA12(δ, β)CA21(δ, β) (3.30)
Analisando as expresso˜es para λ6 e λ7 busca-se escolher os valores dos ganhos de forma
a garantir que ambos sejam positivos. Para isso, sera´ necessa´rio analisar as caracter´ısticas da
tarefa no espac¸o cartesiano. Primeiro supondo uma tarefa que, pela orientac¸a˜o do avanc¸o,
resulta em uma componente apenas no eixo das abcissas xx e posteriormente uma tarefa na
qual a forc¸a resultante esta´ orientada para o eixo das ordenadas xy.
A resultante das forc¸as se encontra sobre eixo das abcissas quando o aˆngulo β assume
os valores −α ou π − α. Isto faz com que o mo´dulo das func¸o˜es trigonome´tricas dos elemen-
tos CA11(δ, β) e CA12(δ, β) atinjam seus valores ma´ximos enquanto sa˜o nulos os valores de
CA21(δ, β) e CA22(δ, β).
Devido a ortogonalidade das func¸o˜es, o contra´rio acontece quando a resultante das
forc¸as esta´ projetada somente no eixo das ordenadas, onde neste caso β assume os valores
π/2− α e 3π/2− α.
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De acordo com (3.25), a partir destas caracter´ısticas os autovalores sa˜o obtidos e os
ganhos podem enta˜o ser escolhidos de modo a atender a`s duas situac¸o˜es.
Condic¸o˜es de ajuste para resultante das forc¸as orientada em xx, β = −α e β = π − α:
λ6 = KDxx + CA11(δ, β) > 0 (3.31)
λ7 = KDxy > 0 (3.32)
Condic¸o˜es de ajuste para resultante das forc¸as orientada em xy, β =
pi
2 −α e β = 3pi2 −α:
λ6 = KDxx > 0 (3.33)
λ7 = KDxy + CA22(δ, β) > 0 (3.34)
Aparentemente esta metodologia de escolha pode ser considerada um tanto conserva-
dora, pore´m, os ganhos envolvidos (KDxx e KDxy) na˜o comprometem a complaceˆncia do
manipulador, respondendo basicamente aos n´ıveis de erro de velocidade. Esta caracter´ıstica
e´ importante pois em uma tarefa de esmerilhamento ou usinagem e´ deseja´vel que se tenha
complaceˆncia em um dos eixos, normalmente no eixo perpendicular a superf´ıcie, para que se
evitem danos a` ferramente devido a esforc¸os excessivos.
Caso seja necessa´rio aumentarKDxx eKDxy , devido ao n´ıvel da forc¸a de corte envolvida
no processo, a complaceˆncia pode ser recuperada pelo reajuste de Λx e Λy.
Considerando que a matriz CA(δ, β) e´ dependente da varia´vel δ que representa a profun-
didade de corte e que, como mencionado anteriormente, e´ limitada pelo diaˆmetro do rebolo,
a ana´lise pode ser conclu´ıda pela majorac¸a˜o dos elementos de CA(δ, β). Ou seja, para certas
condic¸o˜es de esmerilhamento ou usinagem (paraˆmetros b, u e w de (3.3)), a escolha dos ganhos
pode ser feita pela utilizac¸a˜o da matriz majorada CA(δ¯, β) onde δ¯ e´ a maior profundidade de
corte alcanc¸ada.
Por fim, a partir da matriz majorada e´ poss´ıvel obter a gama adequada de valores para
os ganhos KDx e Λx na qual os autovalores relativos sa˜o todos positivos e por consequeˆncia o
sistema esta´vel. Esta regia˜o de escolha esta´ ilustrada na forma de uma superf´ıcie (Figura 3.4)
que traz em seu eixo azimutal os quatro autovalor de N relativos aos estados cartesianos. As
superf´ıcies foram extra´ıdas pela unia˜o das duas situac¸o˜es acima citadas, velocidade de avanc¸o
em xx e em xy , para um dado valor hipote´tico de CA(δ¯, β).










































































































Figura 3.4: Unia˜o dos conjuntos de autovalores relativos a tarefas com velocidade de avanc¸o
somente em xx e das com somente em xy
3.5 Ana´lise do Controle de Impedaˆncia Aplicado a` Tarefa de
Esmerilhamento
Considere o conjunto de equac¸o˜es que regem a dinaˆmica do manipulador flex´ıvel sob a
ac¸a˜o do controle de impedaˆncia (2.81):
Bm ¨˜x+Dm ˙˜x+Kmx˜ = h+BmB¯
−1K¯z˜ (3.35)


















definidas em func¸a˜o do plano xy do espac¸o cartesiano. As matrizes KD e KP permanecem
com dimenso˜es (n× n) enquanto K¯ assume dimensa˜o (2× n).
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Substituindo o modelo simplificado das forc¸as de reac¸a˜o (3.8), reescrito em func¸a˜o do
erro de velocidade, em (3.35) obte´m-se as equac¸o˜es dinaˆmicas do manipulador para a tarefa
de esmerilhamento:
Bm ¨˜x+ (Dm + CA(δ, β)) ˙˜x+Kmx˜ = CA(δ, β)x˙d +BmB¯
−1K¯z˜ (3.38)
¨˜z +KD ˙˜z +KP z˜ = 0 (3.39)
Rearranjando as equac¸o˜es para o espac¸o de estado, na forma ρ˙ = Aρ+B, sendo o vetor
de estados ρ =
[
˙˜xT x˜T ˙˜zT z˜T
]T





−B−1m (Dm + CA(δ, β)) −B−1m Km 0 B¯−1K¯
I 0 0 0
0 0 −KD −KP

















onde fesm = CA(δ, β)x˙d.





−B−1m (Dm + CA(δ, β)) −B−1m Km 0 B¯−1K¯
I 0 0 0
0 0 −KD −KP








Verifica-se que a matriz A possui 4+2n autovalores, sendo 4 autovalores provenientes
da matriz A1, referente as varia´veis do espac¸o cartesiano, e 2n autovalores provenientes da
matriz A2, referente ao subsistema dos rotores.
Os autovalores da matriz A2 sa˜o negativos para quaisquer valores positivos de KDi e









i = 1, 2, ..., n. (3.42)
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Ja´ os autovalores da matriz A1 tanto na˜o sa˜o negativos para quaisquer valores dos
ganhos como esta˜o condicionados pelos paraˆmetros do processo.
Para contornar a complexidade da escolha desses ganhos a metodologia proposta no
item anterior, de extrair os autovalores com base na orientac¸a˜o da forc¸a resultante, sera´
novamente utilizada.
No instante em que a forc¸a resultante esta´ completamente sobre o eixo xx, β = −α e
β = π − α, os quatro autovalores e por consequeˆncia as condic¸o˜es de ajuste para os ganhos
sa˜o dados por:
















Do mesmo modo, para o instante em que a forc¸a resultante esta´ completamente sobre
o eixo xy, β =
pi
2 − α e β = 3pi2 − α:
















Utilizando os elementos de CA(δ, β) majorados por δ¯ e a unia˜o das equac¸o˜es (3.43) e
(3.46), obte´m-se o conjunto de condic¸o˜es para ajuste das matriz de ganhos Bm, Dm e Km
que garantem a estabilidade do sistema:

















A variac¸a˜o dos autovalores (3.47) e (3.48) em func¸a˜o dos ganhos Dmx,y e Kmx,y pode
ser visualizada atrave´s de gra´ficos de superf´ıcie. Supo˜e-se Bm igual a matriz identidade e
assume-se um valor hipote´tico para os elementos de CA(δ, β) majorados. Estas topologias
























































































































Figura 3.5: Unia˜o dos conjuntos de autovalores relativos a tarefas com forc¸as resultantes
somente em xx e das com somente em xy
3.6 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo, as estrate´gias de controle de rigidez e controle de impedaˆncia, apresen-
tadas no cap´ıtulo anterior, foram analisadas para tarefas de esmerilhamento.
Ana´lises de estabilidade para ambas as estrate´gias foram realizadas com base em um
modelo de forc¸as simplificado, sintetizado a partir de modelos existentes na literatura e ge-
neralizado para todas as direc¸o˜es do espac¸o cartesiano.
Por fim verificou-se que, diferentemente das tarefas onde o modelo de forc¸as na˜o proveˆ
acoplamentos entre os estados (por exemplo tarefas de montagem ou furac¸a˜o), a tarefa de
esmerilhamento impo˜e condic¸o˜es na escolha dos ganhos dos controladores para que haja
estabilidade no sistema.
Cap´ıtulo 4
Observadores de Estado para o
Controle de Forc¸a Indireto em
MTF’s
4.1 Introduc¸a˜o
Os cap´ıtulos anteriores trataram da formulac¸a˜o e ana´lise de duas estrate´gias de controle
de forc¸a indireto aplicadas em tarefas de esmerilhento. Este cap´ıtulo, por sua vez, busca a
implementac¸a˜o pra´tica destas estrate´gias.
Uma das dificuldades encontradas para a implementac¸a˜o e´ que, na pra´tica, nem sempre
e´ poss´ıvel medir fisicamente todos os sinais necessa´rios para realimentac¸a˜o do controle, seja
pela falta de sensores, pela dificuldade da modificac¸a˜o da estrutura mecaˆnica, ou mesmo
por questo˜es de economia, dado que a medida direta destes sinais podem agregar custos
indeseja´veis ao projeto. Nesses casos e´ necessa´rio estimar estes estados atrave´s das medidas
dispon´ıveis.
Esta estimativa pode ser feita mediante o projeto de observadores de estado, ou seja,
sistemas que sa˜o projetados a partir dos sinais dos medidores do sistema original, de forma
que o erro entre o estado real e o estado estimado convirja para zero na auseˆncia de ru´ıdos
externos.
Ambas as estrate´gias de controle apresentadas neste trabalho requerem o conhecimento
de quatro varia´veis de estado por junta (posic¸a˜o e velocidade do elo e do rotor).
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Na maioria dos roboˆs atualmente fabricados, dificilmente encontra-se disponibilizado
um conjunto de sensores para medic¸a˜o direta de todos estes estados. Todos os roboˆs sa˜o equi-
pados com sensores de posic¸a˜o (”encoders”) e estes, na presenc¸a da flexibilidade, tipicamente
acabara˜o por medir a posic¸a˜o dos rotores.
Em poucos casos, tacoˆmetros sa˜o utilizados para medir a velocidade dos rotores e
magnetoˆmetros e sensores de torque utilizados para medir a posic¸a˜o dos elos [Hirzinger et al.,
2001], [Albu-Scha¨ffer et al., 2004] . No entanto, magnetoˆmetros fornecem sinais um tanto
quanto ruidosos e a utilizac¸a˜o de sensores de torque nas juntas requer o conhecimento da
rigidez das juntas para obter a posic¸a˜o dos elos. Ale´m disso, nenhuma medic¸a˜o direta da
velocidade dos elos esta´ atualmente em uso. Consequ¨entemente, este cena´rio motiva o projeto
e a implementac¸a˜o de observadores de estado para substituir a falta de sensoriamento.
Antes de dar in´ıcio a discussa˜o da escolha dos observadores para cada estrate´gia, e´
interessante que ambas as leis de controle1 sejam relembradas:
• Controle de Rigidez
τ = Ju0 +K(q2 − q1) +KD2s2
q2dx = K¯
−1[B¯(q1)x¨r + C¯(q1, q˙1)x˙r + g¯(q1) +KDxsx] + q1
(4.1)
• Controle de Impedaˆncia
τ = Jγ +Bz(q1, q˙1, z˙) +G(q1, z)
γ = z¨d +KDγ ˙˜z +KPγ z˜
zdx = K¯
−1[B¯(q1)¨˜x+ C¯(q1, q˙1)x˙+ G¯(q1) +B
−1




Estar ciente da estrutura de cada uma dessas estrate´gias e´ fundamental para compre-
ensa˜o da escolha dos observadores.
Observador para o Controle de Rigidez
Muitos observadores para roboˆs com flexibilidade nas juntas foram propostos nas u´l-
timas duas de´cadas, podendo ser citado alguns destes trabalhos como [Nicosia et al., 1988],
[Nicosia e Tornambe, 1989], [Nicosia e Tomei, 1990], [Tomei, 1990] e [Jankovic, 1992]. Pore´m,
todos estes observadores assumem a medic¸a˜o da posic¸a˜o dos elos, o que na˜o conve´m com a
ide´ia deste cap´ıtulo de substituir a utilizac¸a˜o de sensores.
1Leis de controle retiradas das sec¸o˜es 2.2.2, 2.2.3, 2.3.4 e 2.5
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Em contrapartida, Jankovic [1995] propoˆs um observador de ordem reduzida e de alto
ganho considerando as medic¸o˜es somente da posic¸a˜o e velocidade dos rotores. O resultado foi
a obtenc¸a˜o de um observador pouco complexo, robusto com relac¸a˜o a incertezas parame´tricas
de carga e de desempenho satisfato´rio constatado em simulac¸o˜es.
No entanto, uma vez que estes observadores esta˜o baseados no modelo dinaˆmico do
manipulador, suas implementac¸o˜es em tarefas de contato na˜o sa˜o poss´ıveis sem a correc¸a˜o
do modelo pela inserc¸a˜o da parcela das forc¸as externas. O inconveniente e´ que esta inserc¸a˜o
implica na necessidade do sensoriamento ou estimac¸a˜o destas forc¸as, fazendo com que seja
preciso o conhecimento de uma parcela dinaˆmica que a estrate´gia do controle de rigidez na˜o
requer, por si so´, para ser implementada.
Uma soluc¸a˜o para este problema e´ encontrada no trabalho de Luca et al. [2007], re-
centemente citado em Siciliano e Khatib [2008], onde se propo˜e a estimac¸a˜o da posic¸a˜o e
velocidades dos elos a partir da medic¸a˜o da posic¸a˜o dos rotores em conjunto com o sinal de
aceleroˆmetros montados de forma adequada sobre os elos. A grande contribuic¸a˜o deste tra-
balho e´ que o observador na˜o requer o conhecimento da dinaˆmica dos elos, na˜o necessitando
enta˜o do conhecimento das forc¸as exercidas pelo efetuador sobre o meio. Em func¸a˜o do traba-
lho tratar da instrumentac¸a˜o do roboˆ por aceleroˆmetros, o que no contexto desta dissertac¸a˜o
na˜o e´ desejada pela implementac¸a˜o de sensores, cabe ressaltar que apesar de simples e de
baixo custo esta ide´ia de instrumentac¸a˜o na˜o requer um aceleroˆmetro por junta.
O observador baseado em aceleroˆmetro mostrou-se uma boa escolha para emprego nas
ana´lises do controle de rigidez e sera´ apresentado a posteriori.
Observador para o Controle de Impedaˆncia
Em termos de leitura de dados o controle de impedaˆncia necessita um grau maior de
instrumentac¸a˜o do que o controle de rigidez. Isso ocorre pois, para a implementac¸a˜o do
controle de impedaˆncia, e´ necessa´ria a realimentac¸a˜o da forc¸a de contato, ale´m das varia´veis
de posic¸a˜o e velocidade nas juntas como e´ o caso do controle de rigidez.
A implementac¸a˜o do controle de impedaˆncia busca a estimativa da posic¸a˜o e velocidade
dos elos tanto quanto da forc¸a exercida pelo manipulador. A motivac¸a˜o para procura de ob-
servadores para a implementac¸a˜o desta estrate´gia e´ ainda maior pois sistemas de controle que
utilizam sensores de forc¸a possuem alguns problemas, como sinal ruidoso, largura de banda
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estreita e problemas de colocac¸a˜o2. Ou seja, o desempenho do sistema acaba dependendo
tambe´m da qualidade (caracter´ısticas) do dispositivo de medic¸a˜o de forc¸a.
Muitos projetos de observadores de forc¸a e de distu´rbios teˆm sido propostos nos u´ltimos
anos, sendo poss´ıvel notar a crescente atenc¸a˜o despendida ao fenoˆmeno da vibrac¸a˜o torcional.
A grande parte dos autores que direcionam a atenc¸a˜o ao problema da ressonaˆncia, oriunda
da presenc¸a da flexibilidade nas transmisso˜es, tomam o modelo de duas ine´rcias apresentado
na sec¸a˜o 1.6.2 como base para a formulac¸a˜o dos observadores. Como exemplos podem ser
citados Tungpataratanawong et al. [2005], Ohba et al. [2006] e Tungpataratanawong et al.
[2007], sendo este u´ltimo o escolhido para o controle de impedaˆncia.
Esta proposta de observador foi escolhida pelo fato de possuir uma estrutura relativa-
mente simples e atender as necessidades da estrate´gia, ou seja, estima a velocidade dos elos,
permite recuperar a posic¸a˜o dos elos e, por fim, estima um torque de distu´rbio para cada
junta. E´ poss´ıvel enta˜o, a partir do jacobiano anal´ıtico, das posic¸o˜es estimadas dos elos e do
modelo dinaˆmico do roboˆ, obter a forc¸a exercida pelo manipulador sobre o meio.
As pro´ximas duas sec¸o˜es tratara˜o da descric¸a˜o do observador baseado em aceleroˆmetro
escolhido para o controle de rigidez e do observador de forc¸as externas escolhido para o
controle de impedaˆncia.
4.2 Observador de Estados Baseado na Acelerac¸a˜o para MTF’s
Este observador, proposto em De Luca et al. [2007], consiste num novo observador de
estados para MTF’s baseado no uso de aceleroˆmetros montados sobre os elos em conjunto com
a medic¸a˜o da posic¸a˜o dos rotores. A vantagem principal deste observador e´ a independeˆncia
dos paraˆmetros dinaˆmicos relacionados ao brac¸o do manipulador (massas e suas posic¸o˜es, e
ine´rcia dos elos), a facilidade de ajuste dos ganhos do observador e o seu comportamento
(linear) previs´ıvel.
No passado, aceleroˆmetros ja´ haviam sido utilizados para o controle [Readman e Be´langer,
1991]. No entanto, a realimentac¸a˜o direta da acelerac¸a˜o e´ cr´ıtica do ponto de vista teo´rico
(na˜o ha´ causalidade estrita entre o torque aplicado e a acelerac¸a˜o mensurada) e pode levar
a instabilidade se o esquema de controle na˜o for cuidadosamente implementado [De Luca et
al., 2007].
2Os problemas dinaˆmicos devido a colocac¸a˜o esta˜o apresentados na sec¸a˜o 1.3
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A formulac¸a˜o deste observador sera´ apresentada em duas etapas. Iniciando com o
projeto do observador baseado na acelerac¸a˜o e finalizando com a ide´ia da implementac¸a˜o de
aceleroˆmetros.
4.2.1 Projeto do Observador
Considere o modelo dinaˆmico apresentado na sec¸a˜o 1.5.1:
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 +K(q1 − q2) + g(q1) = 0 (4.3)
Jq¨2 +K(q2 − q1) = τ (4.4)
Para o modelo dinaˆmico acima, define-se como entrada u ∈ ℜN , os estados x ∈ ℜ4N , e
a sa´ıda medida y ∈ ℜ2N os seguintes vetores:












































u = f(x) +Gu (4.6)






 = z(x) (4.7)
Note que todos os componentes dinaˆmicos na˜o lineares esta˜o contidos no termo
f4(x) = B
−1(x2)[−K(x2 − x1)− C(x2, x4)x4 − g(x2)]. (4.8)
Portanto, o vetor f(x) e o vetor func¸a˜o de sa´ıda z(x) nas equac¸o˜es (4.6) e (4.7) teˆm a


















0 0 I 0
0 0 0 I
−J−1K J−1K 0 0

 , C =
[
I 0 0 0
]
. (4.10)
Com isso, os seguintes resultados sa˜o assegurados.
















onde ξ ∈ ℜ4N e´ o estado do observador e a matriz (4N × N) de ganhos L =
[
L1 L2 L3 L4
]T
tem blocos Lj = diag[Lj1, ..., LjN ] (j=1,...,4). Enta˜o, o erro de estimac¸a˜o de estado e = x−ξ
pode ser feito globalmente exponencialmente esta´vel com uma taxa de decaimento arbitra´ria.
Prova A dinaˆmica do erro do processo de estimac¸a˜o do estado pode ser escrita como























 e = Aobse, (4.13)









sendo sempre observa´vel. Portanto, qualquer conjunto deseja´vel de autovalores para Aobs
pode ser imposto pela escolha adequada da matriz de ganhos do observador L. E´ importante
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notar que todos os blocos nas matrizes A e C sa˜o diagonais, e desta forma, a matriz L
associada pode ser determinada com uma dada estrutura de bloco diagonal.
A caracter´ıstica mais relevante do observador (4.11) e´ que o conhecimento das dinaˆmicas
dos elos na˜o e´ necessa´ria, somente os paraˆmetros dinaˆmicos relativos a ine´rcia do rotor e a
rigidez da transmissa˜o de cada junta.
Esta proposta de observador tem uma estrutura linear e descentralizada. Isto implica
que somente as varia´veis de uma dada junta i sa˜o necessa´rias para estimar os estados a
ela relacionados. Em particular, conforme pode ser verificado na equac¸a˜o (4.5), somente as
medidas de q2i e q¨1i sa˜o utilizadas.
O problema de alocac¸a˜o de autovalores pode ser solucionado de forma fechada. Para
uma dada junta i, assume-se que o conjunto de quatro autovalores λji ∈ C−, j=1,...,4, e´
especificado (se complexo, em pares conjugados). O polinoˆmio caracter´ıstico associado a
estes autovalores e´ dado por
p∗i (λ) = λ
4 + a3iλ
3 + a2iλ
2 + a1iλ+ a0i, (4.14)
com os coeficientes aji’s determinados unicamente pelos λji’s desejados. Um ca´lculo simples
leva as seguintes expresso˜es dos ganhos que determinam a dinaˆmica desejada para o erro de
estimac¸a˜o:
L1i = a3i, L2i = K
−1
i Jia1i, L3i = a2i − J−1i Ki e L4i = K−1i Jia0i. (4.15)
E, portanto, a escolha dos ganhos pode ser feita de forma anal´ıtica, dependendo do
desempenho imposto para a resposta do observador.
4.2.2 A Implementac¸a˜o do Aceleroˆmetro
A medida direta da acelerac¸a˜o q¨1 dos elos e´ uma tarefa tecnicamente dif´ıcil de ser
realizada. Para fazer frente a este problema, introduz-se a utilizac¸a˜o de aceleroˆmetros multi-
axiais sendo montados sobre a estrutura do manipulador. Estes, por sua vez, medira˜o as
acelerac¸o˜es lineares no espac¸o cartesiano (incluindo a constante da acelerac¸a˜o gravitacional
g0) de pontos selecionados do manipulador e permitira˜o, atrave´s de matrizes de transformac¸a˜o
e rotac¸a˜o, obter as acelerac¸o˜es dos elos. A figura 4.1(a) ilustra a implementac¸a˜o de um
aceleroˆmetro em um roboˆ de dois graus de liberdade.








































Figura 4.1: Implementac¸a˜o do aceleroˆmetro em um roboˆ de 2 graus de liberdade - (a) detalhes
da montagem e (b) vetores de refereˆncia
E´ poss´ıvel verificar que, a partir da figura 4.1(b), a implementac¸a˜o envolve dois sistemas
de coordenadas: o sistema de coordenadas da base do roboˆ, denotado por W , e o sistema de
coordenadas do sensor, denotado por S. A posic¸a˜o do sensor fica representado no sistema de
coordenadas da base pelo vetor posic¸a˜o W psensor, enquanto o vetor das acelerac¸o˜es medidas
pelo sensor, representado no sistema de coordenadas do sensor, e´ denotado por sp¨acel.
A posic¸a˜o tridimensional W psensor de um dado aceleroˆmetro e´ uma func¸a˜o unicamente
dependente da posic¸a˜o angular dos elos, sendo expressa pelo mapeamento cinema´tico
W psensor = fsensor(q1). (4.16)
Diferenciando duas vezes (4.16) no tempo, obte´m-se
W p¨sensor = Jsensor(q1)q¨1 + J˙sensor(q1)q˙1, (4.17)
onde Jsensor(q1) =
d
dtfsensor(q1) e´ a matriz jacobiana do aceleroˆmetro.
Tendo em vista que o vetor de acelerac¸o˜es sp¨acel fornecido pelo sensor esta˜o dados em
seu pro´prio sistema de coordenadas, e´ preciso enta˜o aplicar uma matriz de rotac¸a˜o para obteˆ-
los orientados no espac¸o de refereˆncia do manipulador. Esta matriz de rotac¸a˜o tambe´m e´
func¸a˜o da posic¸a˜o angular dos elos, sendo denotada por R(q1), e fornece a seguinte relac¸a˜o
W p¨sensor = R(q1)
sp¨acel. (4.18)
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Substituindo (4.18) em (4.17) e manipulando a equac¸a˜o obte´m-se a acelerac¸a˜o das




sp¨acel − J˙sensor(q1)q˙1). (4.19)








Novamente considerando o modelo dinaˆmico (4.3), em conjunto com sua descric¸a˜o no

















sp¨acel − J˙sensor(ξ2)ξ4). (4.21)
E´ poss´ıvel demonstrar que a dinaˆmica do erro de estimac¸a˜o dos estados e´ descrita por









com Aobs definido como na prova do teorema 4.2.1 e com o vetor residual
fres(x, ξ) = [I − J−1sensor(ξ2)R(ξ2)R−1(x2)J−1sensor(x2)]f4(x)+
+ J−1sensor(ξ2)R(ξ2)[J˙sensor(ξ2)ξ4 − J˙sensor(x2)x4].
(4.23)
A convergeˆncia do erro do observador para uma pequena regia˜o delimitada em torno do
zero pode ser mostrada utilizando considerac¸o˜es de ”alto-ganho”e uma ana´lise via me´todo de
Lyapunov, como detalhado em Thu¨mmel [2006]. Cabe salientar que, quando o roboˆ inicializa
do repouso, o erro inicial e(0) pode ser feito arbitrariamente pequeno utilizando as medidas
da posic¸a˜o do rotor e o conhecimento adicional do vetor de gravidade g(q1) de (4.3). Pode-se
tambe´m, utilizando o algoritmo iterativo proposto em [Albu-Scha¨ffer et al., 2004], determinar
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a estimativa inicial da posic¸a˜o angular dos elos tal que ξ2(0) = q(0).
4.3 Observador de Forc¸a Baseado em Torques de Distu´rbio
A ide´ia original deste observador ale´m de procurar aumentar o desempenho do sistema
de controle pela substituic¸a˜o dos sensores de forc¸a e´, a partir da aplicac¸a˜o de um controle
de impedaˆncia, possibilitar uma relac¸a˜o complacente na˜o somente entre o efetuador e o meio
mas entre todas as partes do manipulador. Esta capacidade e´ muito valorizada por estar
relacionada com a integridade f´ısica dos seres humanos, os quais veˆm dividindo cada vez mais
seu espac¸o com as ma´quinas robo´ticas.
Esta estrate´gia de observac¸a˜o resume-se na utilizac¸a˜o de um observador de distu´rbio
baseado no modelo de duas ine´rcias, apresentado no sec¸a˜o 1.6.2, e das equac¸o˜es dinaˆmicas do
roboˆ no intuito de estimar as forc¸as de interac¸a˜o entre o roboˆ e o meio.
4.3.1 Observador de Distu´rbios
Como mencionado anteriormente, o projeto do observador emprega o sistema de duas
ine´rcias para modelar cada junta do manipulador. Sendo assim, considere o modelo dinaˆmico
para as juntas flex´ıveis na adic¸a˜o do vetor τL dos torques de distu´rbio sobre os elos dado por:
BLq¨1 +DLq˙1 + τL = KqS
Jq¨2 +DM θ˙2 +KqS = τ
(4.24)
onde BL e´ a matriz diagonal das ine´rcias nominais de cada elo, qS = q2 − q1 e´ o vetor das
posic¸o˜es angulares torcionais e DL e DM as matrizes de atrito referentes, respectivamente,
ao lado dos elos e dos rotores.
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Com base na teoria de observadores, o torque de distu´rbio τL e´ estimado utilizando as
equac¸o˜es do observador de estados de ordem mı´nima do modelo de duas ine´rcias
z˙ = (A22 −KobsA12)z + (A22Kobs −KTobsA12Kobs +A21 −KobsA11)q˙2 −KobsW1τ (4.27)
xˆ = z +Kobsq˙2 (4.28)
onde z e´ o vetor das varia´veis de estado do observador e Kobs e´ a matriz de ganhos do
observador.
Os estados observados do sistema sa˜o representados por xˆ, ou seja, ˆ˙q1, qˆS e τˆL. A
dinaˆmica de erro da estimac¸a˜o e´ dada pelos autovalores de A22−KobsA12, logo, a matriz Kobs
deve ser projetada de modo que estes autovalores tenham parte real negativa e fornec¸am uma
resposta ra´pida.
4.3.2 Estimac¸a˜o das Forc¸as de Reac¸a˜o
Quando o roboˆ entra em contato com meio, o torque de distu´rbio τL do sistema e´
geralmente representado pela soma dos seguintes torques:
τL = τinerc + τcol + τgrav + τfric + τext. (4.29)
O torque de distu´rbio do sistema e´ enta˜o composto pela perturbac¸a˜o das dinaˆmicas
internas do manipulador e pelas perturbac¸o˜es provenientes da interac¸a˜o com o meio. Os
torques devido a dinaˆmica interna do roboˆ compreende ao torque de variac¸a˜o de ine´rcia e os
termo de acoplamento τinerc, dos termos centr´ıfugos e de Coriolis τcol, dos termos de gravidade
τgrav e dos termos de atrito τfric.
O torque de carga τo para a sa´ıda da transmissa˜o e´ a soma da dinaˆmica do roboˆ,
incluindo os termos nominais da sa´ıda do modelo de duas ine´rcias, e do torque externo
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devido ao contato do manipulador com o meio. Este torque de carga pode ser derivado como
τo = τdinaˆmico + τext
= B(q1)q¨1 +DLq˙1 + C(q˙1, q1)q˙1 + g(q1) + F (q1) + τext.
(4.30)
Nesta etapa ja´ e´ visto que a dinaˆmica do roboˆ envolve o momento de ine´rcia B(q1)q¨1,
o vetor de forc¸as centr´ıfugas e de Coriolis C(q˙1, q1)q˙1, o vetor de gravidade g(q1), termos do
atrito viscoso DLq˙1, termos do atrito de Coulomb F (q1) e o torque externo proveniente do
meio. O pro´ximo passo enta˜o e´ obter os torques nominais relacionados ao subsistema dos
elos para que, com a subtrac¸a˜o destes do torque de carga, seja poss´ıvel encontrar os torques
de distu´rbio.
Novamente recorrendo ao modelo de duas ine´rcias, nota-se que o torque nominal esta´
relacionado aos paraˆmetros nominais de ine´rcia e atrito viscoso de cada elo. Este torque e´
obtido pela seguinte relac¸a˜o:
τLn = BLq¨1 +DLq˙1. (4.31)
Utilizando a equac¸a˜o (4.31) o torque de distu´rbio e´ enta˜o derivado:
τL = τo − τLn
= (B(q1)−BL)q¨1 + C(q˙1, q1)q˙1 + g(q1) + F (q1) + τext.
(4.32)
Todas as dinaˆmicas a serem calculadas em (4.32) necessitam das posic¸o˜es, velocidades e
acelerac¸o˜es angulares dos elos e, uma vez na˜o possuindo a medic¸a˜o destas varia´veis, e´ sensato
que as mesmas sejam retiradas do observador.
Atrave´s do uso dos torques de distu´rbio τˆL fornecido em (4.27), a estimac¸a˜o dos torques
de interac¸a˜o com o meio pode ser obtida:
τˆext = τˆL − (B(qˆ1)−BL)ˆ¨q1 − C(ˆ˙q1, qˆ1)ˆ˙q1 − g(qˆ1)− F (qˆ1) (4.33)
Por fim, utilizando a matriz jacobiana anal´ıtica JA(q1) com base nas posic¸o˜es angulares





Com a estimac¸a˜o da forc¸a externa e das varia´veis de estado dos elos, torna-se poss´ıvel
a realizac¸a˜o do controle de impedaˆncia para MTF’s sem qualquer instrumentac¸a˜o adicional.
4.4 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo, a implementac¸a˜o pra´tica do controle de rigidez e do controle de impe-
daˆncia foi posta em discussa˜o, sugerindo observadores de estado distintos para cada estrate´gia.
A proposta de utilizac¸a˜o de observadores de estado para a implementac¸a˜o destas es-
trate´gias decorre, primeiramente, da necessidade da leitura de posic¸a˜o e velocidade dos elos,
sensoriamento raramente encontrado nos manipuladores, e da necessidade da leitura das for-
c¸as de contato no controle de impedaˆncia.
Para o controle de rigidez escolheu-se um observador de estado baseado na acelerac¸a˜o
que, como principal caracter´ıstica, independe do conhecimento da dinaˆmica dos elos para
realizar a estimac¸a˜o, fato que evita a leitura das forc¸as de contato para uma estrate´gia de
controle que na˜o necessita desta informac¸a˜o.
Para o controle de impedaˆncia escolheu-se um observador de estados baseado em torques
de distu´rbio, o qual, ale´m de estimar a posic¸a˜o e velocidade dos elos, estima os torques devido
as forc¸as de contato a partir do conhecimento da dinaˆmica dos elos.
Ambos os observadores sera˜o avaliados no cap´ıtulo 6, via simulac¸a˜o, frente a uma tarefa
de esmerilhamento.
Cap´ıtulo 5
Criac¸a˜o da Ferramenta de
Simulac¸o˜es
5.1 Introduc¸a˜o
Visto o volume de paraˆmetros relacionados aos modelos dinaˆmicos do roboˆ e das va-
ria´veis de sintonia do controle, foi proposta a criac¸a˜o de uma ferramenta de simulac¸a˜o que
permitisse modificar os crite´rios da tarefa de maneira ra´pida sem a necessidade de acesso di-
reto aos co´digos. A soluc¸a˜o foi obtida atrave´s da utilizac¸a˜o de um ambiente de programac¸a˜o
conhecido como GUIDE.
O GUIDE e´ um ambiente de desenvolvimento de interface gra´fica de usua´rio para
Matlab/Simulink. Possui um conjunto de ferramentas que simplificam o processo de projeto
e criac¸a˜o de interfaces gra´ficas (GUIs). Estas ferramentas do GUIDE sa˜o utilizadas para
definic¸a˜o do leiaute atrave´s do GUIDE Layout Editor, onde uma GUI e´ facilmente projetada
clicando e arrastando componentes (paine´is, boto˜es, campos de texto, menus e outros) na
a´rea de leiaute do editor.
Sempre que o usua´rio inicia um novo projeto, o programa de edic¸a˜o automaticamente
gera um M-file que ira´ controlar as principais operac¸o˜es do GUI. Este M-file inicializa o GUI
e conte´m um framework para todos os callbacks 1. Utilizando o editor de M-file pode-se
adicionar co´digos aos callbacks, fazendo com que estes executem as tarefas desejadas pelo
usua´rio.
1Comandos que sa˜o executados quando o usua´rio clica em um componente do seu GUI
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5.2 Simulador
O simulador foi projetado de forma com que todas os paraˆmetros da tarefa permane-
cessem vis´ıveis ao usua´rio, facilitando os ajustes e as ana´lises de resultado (Figura 5.2).
O ambiente do simulador e´ constitu´ıdo basicamente por 12 paine´is (setores): Manipu-
lador, Estrate´gia de Controle, Sintonia dos Controladores, Trajeto´ria de Refereˆncia, Paraˆme-
tros do Manipulador, Geometria do Meio, Tela de Animac¸a˜o, Observadores (posic¸a˜o e forc¸a),
Gravidade, Paraˆmetros do Meio, Ferramenta e Paraˆmetros da Simulac¸a˜o.
Figura 5.1: Janela principal do simulador
5.2.1 Manipulador
Neste painel o usua´rio faz a escolha do modelo dinaˆmico do roboˆ: r´ıgido, flex´ıvel ou
flex´ıvel para utilizac¸a˜o de controladores baseados no modelo r´ıgido.
Quando escolhido o modo Rı´gido, considera-se o manipulador estruturalmente r´ıgido
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cujo modelo dinaˆmico utilizado, apresentado na secc¸a˜o 1.4.1, esta´ reescrito abaixo (equac¸a˜o
(5.1)).
B(q)q¨ + C(q, q˙)q˙ + g(q) = τ (5.1)
Quando escolhido o modo Flex´ıvel, considera-se um manipulador de elos r´ıgidos mas
com flexibilidade nas juntas, cujo modelo dinaˆmico, apresentado na secc¸a˜o 1.5.1, encontra-se
reescrito abaixo (equac¸o˜es (5.2) e (5.3)).
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + g(q1) = K(q2 − q1) (5.2)
Jq¨2 −K(q2 − q1) = τ (5.3)
O terceiro modo, denominado Flex´ıvel c/ CMR, esta´ direcionado a compreensa˜o das
dinaˆmicas trazidas pela presenc¸a da flexibilidade nas transmisso˜es. Com esta opc¸a˜o o usua´rio
estara´ simulando um roboˆ mais pro´ximo do ideal, pois estara´ utilizando o modelo reduzido
de Spong ao mesmo tempo em que se aplica controladores baseados em modelos r´ıgidos e
utilizam a leitura das varia´veis dos motores e na˜o dos elos.
5.2.2 Estrate´gias de Controle
Para a escolha da estrate´gia de controle, 4 (quatro) opc¸o˜es sa˜o dispon´ıveis: um controle
PID com compensac¸a˜o da gravidade e outras treˆs formuladas dentro da teoria de controle
na˜o-linear. Sa˜o elas: o Controle de Rigidez, o Controle de Impedaˆncia e o Controle por
Backstepping2 para seguimento de trajeto´ria. Esta u´ltima estrate´gia leva em considerac¸a˜o a
flexibilidade nas juntas e na˜o pode ser utilizadas quando um dos modos Rı´gido ou Flex´ıvel
c/ CMR for escolhido. Ja´ as demais, ha´ a possibilidade de serem utilizadas em ambos os
modos. Pore´m, cada lei de controle sofre as devidas adequac¸o˜es, na considerac¸a˜o da dinaˆmica
da flexibilidade ou na˜o, de acordo com o modo escolhido.
5.2.3 Sintonia dos Controladores
Diferentemente das treˆs estrate´gias na˜o-lineares, o controle PID quando escolhido no
modo Flex´ıvel dispo˜e de outras duas opc¸o˜es: leitura da posic¸a˜o dos elos e leitura da posic¸a˜o dos
rotores. Estas opc¸o˜es servem para o usua´rio simular e compreender o problema de colocac¸a˜o
presente nos manipuladores com transmisso˜es flex´ıveis.
2Estrate´gia de controle na˜o discutida neste trabalho por se tratar puramente de um controle de movimento.
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Acima de cada campo de sintonia, onde faz-se a escolha dos ganhos, um breve resumo
descreve a estrutura de cada estrate´gia de controle dando atenc¸a˜o as varia´veis de estado
envolvidas.
5.2.4 Trajeto´ria de Refereˆncia
Neste painel e´ poss´ıvel escolher a trajeto´ria de refereˆncia que o manipulador devera´
executar no espac¸o cartesiano. O usua´rio dispo˜e de dois perfis de trajeto´ria para ajuste: um
perfil circular e um trapezoidal (Figura 5.2.4).
Figura 5.2: Painel de configurac¸a˜o das trajeto´rias
Ha´ quatro paraˆmetros de ajuste para o perfil circular: dois para posicionar o centro
da trajeto´ria, o raio do c´ırculo e a velocidade angular. Ja´ a trajeto´ria trapezoidal possui
cinco paraˆmetros de ajuste: posic¸a˜o inicial da trajeto´ria, tempo sob acelerac¸a˜o, tempo sob
velocidade constante e o valor da acelerac¸a˜o. Neste painel tambe´m encontra-se um bota˜o de
visualizac¸a˜o de trajeto´ria que auxilia o usua´rio no ajuste das curvas.
5.2.5 Paraˆmetros do Manipulador
No painel Paraˆmetros do Manipulador sa˜o introduzidos os paraˆmetros f´ısicos relacio-
nados aos elos, juntas e motores, sendo com isso subdivido em quatro outros paine´is: Elo 1,
Motor 1, Elo 2 e Motor 2 (Figura 5.2.5).
Nos subpaine´is Elo 1 e Elo 2, os paraˆmetros f´ısicos envolvidos sa˜o: massa do elo, posic¸a˜o
do centro de massa do elo, comprimento do elo, momento de ine´rcia do elo e constante de
mola equivalente para a respetiva junta.
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Figura 5.3: Painel de inserc¸a˜o dos paraˆmetros do manipulador
Nos subpaine´is Motor 1 e Motor 2, os paraˆmetros f´ısicos envolvidos sa˜o: massa do
motor, posic¸a˜o do centro de massa do motor, relac¸a˜o de transmissa˜o (redutor), momento de
ine´rcia do motor e momento do ine´rcia do rotor.
Por fim, estes paraˆmetros compora˜o as matrizes de ine´rcia dos elos e dos rotores, forc¸as
centr´ıfugas e Coriolis, gravitacional e a matriz das constantes torcionais modelada para as
juntas no caso das simulac¸o˜es no modo Flex´ıvel.
5.2.6 Geometria do Meio
O perfil do meio, ou a geometria do meio como e´ chamado no simulador, e´ uma sec-
c¸a˜o aproximada da superf´ıcie de um corda˜o de solda utilizada para simular uma tarefa de
esmerilhamento.
Esta aproximac¸a˜o e´ feita atrave´s de um perfil trapezoidal (Figura 5.4(a)) que pode ser
performado com a manipulac¸a˜o de 3 paraˆmetros de ajuste: X In´ıcio, Comprim e Altura. Os













Figura 5.4: Geometria do meio - (a) Paraˆmetros e (b) Painel
No campo referente a` X In´ıcio, o usua´rio insere a posic¸a˜o no eixo X na qual a superf´ıcie
tera´ in´ıcio (a posic¸a˜o inicial no eixo das ordenadas e´ 0 (zero) por definic¸a˜o). Os paraˆmetros
Comprim e Altura se referem, respectivamente, ao comprimento da base e a altura do trape´zio.
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5.2.7 Paraˆmetros do Meio
Os paraˆmetros do meio referem-se aos paraˆmetros do modelo adotado para as forc¸as
de reac¸a˜o do meio em uma tarefa de esmerilhamento.
Conforme discutido no cap´ıtulo 3, a representac¸a˜o da forc¸a de corte para a ferramenta de
esmerilhamento conte´m paraˆmetros dif´ıceis de serem obtidos. Para contornar esta dificuldade






onde Ca e´ um paraˆmetro que agrupa os paraˆmetros espessura do rebolo b, energia espec´ıfica
do material u e velocidade angular do rebolo w.
Com isso, atrave´s do painel Meio, o usua´rio escolhe o valor de Ca de acordo com a
magnitude desejada para as forc¸as de reac¸a˜o.
5.2.8 Ferramenta
Como discutido e detalhado na sec¸a˜o 3.2, pode-se realizar duas formas de movimento
no processo de esmerilhamento: movimento concordante e movimento discordante. Este
movimento e´ escolhido no painel Ferramenta.
O aˆngulo α, que relaciona as componentes de forc¸a normal e tangencial, tambe´m e´
escolhido neste painel.
5.2.9 Observadores
Neste painel e´ poss´ıvel escolher se a realimentac¸a˜o das varia´veis de controle sera´ reali-
zada considerando o uso de sensores ou o uso de observadores.
Para o caso do uso de observadores, o usua´rio pode optar entre as duas te´cnicas de
observac¸a˜o apresentadas no cap´ıtulo 4: o observador de estado baseado na acelerac¸a˜o (sec¸a˜o
4.2) e o observador de forc¸a baseado em torques de distu´rbio (sec¸a˜o 4.3). Para complementar,
um campo espec´ıfico deste painel traz as refereˆncias bibliogra´ficas dos observadores.
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5.2.10 Paraˆmetros da Simulac¸a˜o
Neste painel pode-se escolher o tempo de simulac¸a˜o, o passo ma´ximo de integrac¸a˜o ou
passo de integrac¸a˜o automa´tico.
Quando o passo ma´ximo de integrac¸a˜o for selecionado, o passo da integrac¸a˜o sera´
parcialmente automa´tico, podendo o algoritmo de integrac¸a˜o variar o passo dentro de uma
faixa cujo valor ma´ximo e´ fornecido pelo usua´rio. Este modo e´ utilizado para correc¸a˜o dos
casos em que a simulac¸a˜o retorna resultados imprecisos, ou ate´ incoerentes, devido ao elevado
passo de integrac¸a˜o permitido pelo modo automa´tico.
No que diz respeito a qualidade da animac¸a˜o gra´fica, o modo do passo ma´ximo e´
utilizado para tornar a animac¸a˜o mais realista, pois reduzindo o passo ma´ximo se reduz a
influeˆncia da variac¸a˜o do passo na reproduc¸a˜o do movimento do roboˆ.
5.2.11 Tela de Animac¸a˜o
Uma forma de se analisar os resultados obtidos pela simulac¸a˜o, e´ atrave´s da tela de
animac¸a˜o. Nesta tela, a tarefa realizada pelo manipulador pode ser visualizada em uma
animac¸a˜o 2D (Figura 5.2.11). A imagem representa a vista superior de um roboˆ planar, para
o caso da auseˆncia da gravidade, ou a vista lateral para o caso da presenc¸a da gravidade.
Figura 5.5: Tela de animac¸a˜o
Um painel de check intitulado Simulac¸a˜o avisa ao usua´rio do te´rmino da simulac¸a˜o,
podendo a partir de enta˜o ser realizada a animac¸a˜o.
5.2. Simulador 82
Outras treˆs ferramentas auxiliam o usua´rio na ana´lise dos resultados: Guia, Zoom e
Velocidade de Animac¸a˜o.
• Guia: durante a animac¸a˜o, a func¸a˜o Guia mostra uma linha de refereˆncia, paralela ao
eixo Y, que representa a posic¸a˜o em X da trajeto´ria desejada.
• Zoom: quando setada a func¸a˜o Zoom, a imagem fornecida na tela trara´ uma vista
aproximada da superf´ıcie onde a tarefa sera´ realizada, ou seja, no perfil trapezoidal
fornecido pelo usua´rio.
• Velocidade de Animac¸a˜o: existem casos em que a animac¸a˜o do roboˆ revela movi-
mentos abruptos de grande interesse para as ana´lises. E´ necessa´rio enta˜o que se reduza
a velocidade da animac¸a˜o para que concluso˜es possam ser tiradas. Para este fim, a fun-
c¸a˜o Velocidade de Animac¸a˜o foi criada como uma forma de ”caˆmera lenta”, permintindo
ao usua´rio 10 n´ıveis de velocidade poss´ıveis de escolha, sendo o n´ıvel 10 o da animac¸a˜o
mais lenta.
Para os casos em que uma das varia´veis Ka ou Ca na˜o seja nula e a trajeto´ria de
refereˆncia seja projetada para dentro do meio, as forc¸as de reac¸a˜o do meio se fara˜o presentes.
Tais forc¸as tambe´m compo˜em a animac¸a˜o na forma de um vetor resultante.
5.2.12 Gravidade
Neste painel o usua´rio podera´ escolher a presenc¸a ou na˜o da gravidade na simulac¸a˜o.
Para o caso da presenc¸a de gravidade, esta agira´ com vetor paralelo ao plano de trabalho do
manipulador e orientado, de acordo com a tela de animac¸a˜o, de cima para baixo.
5.2.13 Gerac¸a˜o dos Resultados
Apo´s verificado o te´rmino da simulac¸a˜o, e´ poss´ıvel a obtenc¸a˜o de va´rios gra´ficos pelo
clique no bota˜o Gra´ficos.
Esta func¸a˜o abre uma janela (Figura 5.2.13) que conte´m informac¸o˜es gra´ficas relativas
aos erros de refereˆncia, sinais de controle e forc¸as de reac¸a˜o.
Relacionados a cada gra´fico disposto nesta janela, pequenos boto˜es simbolizados pelo
sinal ’+’ trazem gra´ficos detalhados a respeito da varia´vel de interesse.
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Figura 5.6: Janela de gra´ficos
5.2.14 Armazenamento dos Resultados
Os resultados obtidos em simulac¸a˜o podem ser armazenados atrave´s do bota˜o Salvar
localizado na janela principal do simulador. Este bota˜o abre uma janela onde o usua´rio
escolhe o local de destino dos dados (Figura 5.2.14).
Figura 5.7: Func¸a˜o salvar
A func¸a˜o Salvar escreve os arrays atuais da memo´ria (os resultados) como um fluxo
cont´ınuo de bytes gerando arquivos na forma bina´ria do tipo MAT-files (na˜o-leg´ıvel ao ser
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humano). Por convenc¸a˜o, este arquivo teˆm a extensa˜o .mat, logo o nome MAT-file.
A func¸a˜o load do MATLAB carrega os arrays no workspace, podendo enta˜o os resultados
armazenados serem plotados ou animados.
5.3 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo, propoˆs-se uma ferramenta de simulac¸a˜o criada para facilitar o aprendi-
zado e o processo de obtenc¸a˜o de resultados.
O ajuste e verificac¸a˜o da situac¸a˜o simulada podem ser facilmente realizados, pois todos
os paraˆmetros envolvidos na simulac¸a˜o sa˜o apresentados em uma u´nica tela (tela principal).
O simulador engloba todo o conteu´do do trabalho e apresenta, por possuir uma interface
simples e direta, ser um ferramenta com grande potencial de aux´ılio na disseminac¸a˜o do




Neste cap´ıtulo, sa˜o apresentados os resultados obtidos da simulac¸a˜o de uma tarefa
de esmerilhamento pela aplicac¸a˜o das estrate´gias do controle de rigidez e do controle de
impedaˆncia.
A tarefa consiste na remoc¸a˜o de um corda˜o de solda, depositado sobre uma superf´ıcie
plana, por meio de um roboˆ manipulador de dois graus de liberdade.
Por u´ltimo, as tarefas de esmerilhamento sera˜o novamente simuladas, pore´m com a
aplicac¸a˜o dos observadores de estado apresentados no cap´ıtulo 4.
6.2 Modelo do Manipulador de Servic¸o
O manipulador escolhido para a simulac¸a˜o possui apenas duas juntas rotativas paralelas
(Figura 6.1). Este arranjo de juntas fornece ao roboˆ dois graus de liberdade que permitem a
execuc¸a˜o de movimentos em um plano cartesiano. Este grau de mobilidade e´ suficiente para
realizar as simulac¸o˜es da tarefa de esmerilhamento, a qual sera´ detalhada posteriormente,
com base no modelo de forc¸as proposto no terceiro cap´ıtulo.
E´ considerado que o manipulador de servic¸o apresenta flexibilidade nas transmisso˜es e
possui caracter´ısticas construtivas tais que o modelo dinaˆmico reduzido de Spong, apresentado
















Figura 6.1: Manipulador de servic¸o
na sec¸a˜o 1.5.1, pode ser utilizado para sua representac¸a˜o. Tal modelo e´ reescrito como:
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 + g(q1) = K(q2 − q1)
Jq¨2 +K(q2 − q1) = τ
(6.1)
no qual J = N2Jm, sendo N o valor da reduc¸a˜o do mecanismo de transmissa˜o, τ = Nτm e
q2 = N
−1qm.













onde as varia´veis q1i e q2i representam, respectivamente, as posic¸o˜es do elo e do rotor relativas
a junta i.

















B11 = Iaux + 2 (ml2 a1 l2 +mfer a2 a1) cos(q12)




2 + (ml2 a1 l2 +mfer a2 a1) cos(q12)
B21 = B12
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A tabela B.1 fornece a descric¸a˜o dos paraˆmetros que compo˜em a matriz de ine´rcia.
Tabela 6.1: Paraˆmetros construtivos
Paraˆmetro Descric¸a˜o Unidade
ai Comprimento do elo i [m]
li Centro de massa do elo i [m]
mli Massa do elo i [kg]
Ili Momento de ine´rcia do elo i [kg m
2]
mfer Massa da ferramenta [kg]
Ifer Momento de ine´rcia da ferramenta [kg m
2]
A matriz de forc¸as centr´ıfugas e de Coriolis C(q1, q˙1) e´ composta dos seguintes termos:
h = −(ml2 a1 l2 +mfer a1 a2) sen(q12)
C(q1, q˙1) =





O vetor de torques devido a gravidade g1(q1) e´ dado por:
g1(q1) =

 (ml1 l1 +mm2 a1 +ml2 a1 +mfer a2) g cos(q11) + (ml2 l2 +mfer a2) g cos(q11 + q12)




onde g representa a acelerac¸a˜o da gravidade, admitida como 9.81 m/s2.












onde Jmi eKi denotam, respectivamente, a ine´rcia do rotor e a constante torcional equivalente
relativas a junta i.
Os paraˆmetros construtivos, que sa˜o adotados na simulac¸a˜o da tarefa de esmerilha-
mento, esta˜o apresentados na tabela 6.2. Por motivos dida´ticos, estes valores foram escolhidos
por serem os paraˆmetros construtivos dos dois primeiros elos do roboˆ Inter1.
1Roboˆ de configurac¸a˜o Scara, constru´ıdo pelo Instituto de Robo´tica ETHZ de Zurique, de posse do Labo-
rato´rio de Controle e Automac¸a˜o da Universidade Federal de Santa Catarina
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Tabela 6.2: Paraˆmetros construtivos adotados
Paraˆmetro Valor Unidade Paraˆmetro Valor Unidade
a1 e a2 0.25 [m] N 100 [-]
l1 0.118 [m] Jm1 e Jm2 0.00045 [kg m
2]
l2 0.116 [m] K1 e K2 100.000 [N/rad]
ml1 11.4 [kg] mm1 e mm2 1.4 [kg]
ml2 19.5 [kg] mfer 1 [kg]
Il1 0.23 [kg m
2] Ifer 0.1 [kg m
2]
Il2 0.16 [kg m
2]
6.3 A Tarefa de Esmerilhamento
A tarefa de esmerilhamento consiste na remoc¸a˜o de cordo˜es de solda depositados sobre
uma superf´ıcie plana (Figura 6.2(a)). Para efeitos de simplificac¸a˜o, o perfil dos cordo˜es de
solda, projetado no plano de trabalho do roboˆ, e´ aproximado por um perfil trapezoidal com
















Figura 6.2: Perfil do corda˜o de solda: (a) real e (b) aproximado
Os valores dos paraˆmetros do meio escolhidos para a realizac¸a˜o das simulac¸o˜es esta˜o
apresentados na tabela 6.3.
O movimento realizado pelo manipulador consiste em um u´nico passe2 de movimento
concordante. O manipulador inicia a execuc¸a˜o da tarefa partindo do repouso e sem contato
com o meio. Por estar sendo considerada a tarefa de recuperac¸a˜o de uma superf´ıcie plana
2Movimento pre´-estabelecido, executado sobre uma pec¸a, em func¸a˜o dos pontos de partida e de chegada
da ferramenta.
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alinhada ao eixo x, todas as variac¸o˜es de velocidade e acelerac¸a˜o de refereˆncia para o controla-
dor esta˜o restritas a este eixo. Em outras palavras, as refereˆncias de posic¸a˜o yd(t), velocidade
y˙d(t) e acelerac¸a˜o y¨d(t) para o controlador sa˜o zero para todo o tempo.
Planeja-se que o momento de contato com o meio (in´ıcio da remoc¸a˜o de material) e´
ocorrido com a ferramenta em velocidade de avanc¸o constante. Arbitrariamente, adotou-
se uma velocidade de avanc¸o de 20 mm/s para o trecho de contato. Na figura 6.3 esta˜o
apresentadas a reta de passe e a velocidade de avanc¸o desejadas com relac¸a˜o ao meio.






















Figura 6.3: Trajeto´ria desejada com relac¸a˜o a` posic¸a˜o do meio (pontilhado): (a) reta de passe
e (b) velocidade de avanc¸o com relac¸a˜o ao meio.
E´ importante observar que, ao inve´s de um perfil trapezoidal, planejou-se um perfil mais
suavizado para a velocidade desejada. Deste modo, evita-se a presenc¸a de sinais indesejados
na resposta devido a` na˜o-linearidades na curva de refereˆncia.
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Na figura 6.4 sa˜o apresentados os gra´ficos das trajeto´rias de refereˆncia relacionadas ao
eixo x, planejadas em func¸a˜o da velocidade de avanc¸o desejada para a ferramenta.





































Figura 6.4: Trajeto´rias de refereˆncia relacionadas ao eixo x
Para finalizar o planejamento da tarefa, dois quesitos importantes devem ser especifi-
cados: o n´ıvel de forc¸a desejado Fd sob a qual a ferramenta deve estar submetida durante o
passe, e a ma´xima altura remanescente do material apo´s o passe ¯˜y.
Ambos os quesitos foram arbitrariamente escolhidos e esta˜o apresentados na tabela 6.4.
Tabela 6.4: Quesitos da tarefa
Quesito Valor Unidade
Fd 40.0 [N ]
¯˜y 1.0 [mm]
Estes quesitos servem tanto para ajustar os paraˆmetros da ferramenta de modo a gerar
as forc¸as de reac¸a˜o dentro de valores esperados, quanto projetar os ganhos do controlador
utilizado na tarefa. Ambos os procedimentos sa˜o apresentados nas sec¸o˜es a seguir.
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6.4 Propriedades do Meio e Paraˆmetros da Ferramenta
Conforme apresentado na sec¸a˜o 3.2, a magnitude da forc¸a de contato Fc, embora sendo
expressa de forma reduzida em termos da profundidade de corte δ e da velocidade de avanc¸o
v, depende de fatores tanto do meio quanto da ferramenta, ou seja,
Fc =
b u δ v
w
= fc(δ)v. (6.8)
Verifica-se que o modelo depende de um paraˆmetro relacionado a`s propriedades do meio,
a energia espec´ıfica do material u, e dois paraˆmetros relacionados a` ferramenta, a espessura
b e a velocidade angular w do rebolo.
Os paraˆmetros relacionados a` ferramenta sa˜o de simples obtenc¸a˜o, pore´m, o mesmo
na˜o se pode dizer com relac¸a˜o a` energia espec´ıfica do material. Devido a isso, para realizac¸a˜o
das simulac¸o˜es, a parcela bu/w da forc¸a de contato e´ indiretamente definida em func¸a˜o da
velocidade de avanc¸o desejada, denotada por vd, e dos quesitos Fd e ¯˜y anteriormente definidos.
A partir da altura ma´xima remanescente ¯˜y e da definic¸a˜o da altura do meio na sec¸a˜o
6.3, e´ poss´ıvel obter a profundidade ma´xima de corte esperada:
δˆ = altura do meio− ¯˜y = 0.01 m− 0.001 m = 0.009 m. (6.9)
Com a velocidade de avanc¸o desejada definida em 0.02m/s e o n´ıvel da forc¸a de contato




δˆ vd = cA δˆ v −→ cA = 2.2222× 105 Ns
m2
. (6.10)
Na sequeˆncia, e´ necessa´rio a escolha do aˆngulo α, definido na sec¸a˜o 3.3, que relaciona
as componentes normal e tangencial da forc¸a de corte conforme equac¸a˜o abaixo:
Ft = Fc cosα
Fn = Fc senα.
(6.11)
Este paraˆmetro e´ dependente dos aspectos construtivos da ferramenta e, para efeito de
simulac¸a˜o, arbitrariamente escolhido em 30 graus.
6.5. Escolha dos Ganhos dos Controladores 92
Por fim, a partir do n´ıvel da forc¸a de contato desejada e da definic¸a˜o do angulo α, a
magnitude das componentes de forc¸a normal e tangencial esperadas para a tarefa podem ser
obtidas como:
Ftd = Fd cos(α) = 40 cos(30) = 34.6 N
Fnd = Fd sen(α) = 40 sen(30) = 20.0 N.
(6.12)
A pro´xima sec¸a˜o apresenta os resultados de simulac¸a˜o da tarefa de esmerilhamento pela
aplicac¸a˜o do controle de rigidez e do controle de impedaˆncia.
6.5 Escolha dos Ganhos dos Controladores
6.5.1 Controle de Rigidez
Considere as equac¸o˜es dinaˆmicas do sistema em malha fechada, apresentadas na sec¸a˜o
2.4.1, pela ac¸a˜o do controle de rigidez:
B¯s˙x + C¯sx +KDxsx = K¯q˜2x + h ∴ sx = ˙˜x+ Λxx˜ (6.13)
J ¨˜q2x +K2 ˙˜q2x +K1q˜2x = 0. (6.14)
























onde os sub´ındices 1, 2, x e y relacionam os ganhos, respectivamente, a`s juntas 1 e 2 e a`s
direc¸o˜es dos eixos x e y do plano de trabalho.
A sequeˆncia de projeto adotada considera primeiramente o procedimento de escolha
dos ganhos K1 e K2, relacionados a dinaˆmica dos erros de posic¸a˜o dos rotores. Conforme
apresentado no cap´ıtulo 2, tanto o controle de rigidez como o controle de impedaˆncia sa˜o
aplicados ao MTF por meio de um procedimento em cascata que visa obter erro nulo com
relac¸a˜o a posic¸a˜o desejada para o rotor. Isso faz com que esta primeira parte do projeto dos
ganhos tambe´m sirva para a aplicac¸a˜o do controle de impedaˆncia.
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A escolha adequada dos ganhos relacionados a dinaˆmica dos rotores e´ de suma impor-
taˆncia visto que esta insere a perturbac¸a˜o K¯q˜2x no subsistema dos elos. Se os ganhos forem
escolhidos de forma que a convergeˆncia do erro q˜2x seja relativamente lenta, esta pertubac¸a˜o
pode causar deslocamentos significativos no espac¸o cartesiano. Do ponto de vista da tarefa
de esmerilhamento, estes deslocamentos resultariam desde um mau acabamento da superf´ıcie
ate´ a destruic¸a˜o ou perda da pec¸a a ser trabalhada.
Sendo assim, os ganhos relacionados a dinaˆmica dos rotores sa˜o projetados por meio
da analogia com a seguinte dinaˆmica:
φ¨+ φ˙2ξωn + φω
2
n = 0 (6.16)
onde ξ e´ o coeficiente de amortecimento e ωn e´ a frequeˆncia natural do sistema. O tempo de
resposta e´ fornecido por tr(2%) = 4/ξωn.
Para conseguir uma dinaˆmica de erro com ra´pida convergeˆncia mas sem a presenc¸a de
oscilac¸o˜es, o coeficiente de amortecimento e´ escolhido ξ = 1 de modo a obter uma dinaˆmica
com amortecimento cr´ıtico.
Com isso, a analogia entre a dinaˆmica de erro da posic¸a˜o dos rotores e a equac¸a˜o (6.16)
fornece as seguintes relac¸o˜es:
K2 = 2Jωn e K1 = Jω
2
n (6.17)
Para a realizac¸a˜o das simulac¸o˜es foi adotado um tempo de resposta de 0.02 segundos
para a dinaˆmica dos dois rotores, o qual verificou ser suficiente para na˜o introduzir uma
perturbac¸a˜o considera´vel no subsistema dos elos. Os valores encontrados para os ganhos em
func¸a˜o do tempo de resposta escolhido esta˜o apresentados na tabela 6.5.
Tabela 6.5: Valores dos ganhos K1 e K2 adotados para simulac¸a˜o.





6.5. Escolha dos Ganhos dos Controladores 94
O pro´ximo passo consiste na escolha dos ganhos relacionados ao subsistema dos elos,
KDx e Λx. Para realizar a escolha destes ganhos, primeiramente e´ preciso relembrar as
condic¸o˜es de estabilidade apresentadas na sec¸a˜o 3.4. Entretanto, de modo a facilitar a escolha
dos ganhos e garantir a estabilidade do sistema, sa˜o consideradas as condic¸o˜es de estabilidade
para os piores casos, ou seja, levando em considerac¸a˜o o ma´ximo valor atingido pelos elementos
da matriz CA(δ, β). O que resulta nas seguintes condic¸o˜es:
KDxx + CA11(δ, β) > 0 −→ KDxx > |CA11(δ¯, β)| (6.18)
KDxy + CA22(δ, β) > 0 −→ KDxy > |CA22(δ¯, β)| (6.19)
Ao considerar o mo´dulo dos elementos garante-se tambe´m a estabilidade do sistema caso
ocorra mudanc¸as na direc¸a˜o da velocidade de avanc¸o. Estas mudanc¸as podem ser causadas,
por exemplo, por perturbac¸o˜es ou oscilac¸o˜es indeseja´veis na dinaˆmica do subsistema dos elos.
O maior valor assumido por CA11(δ, β) e CA22(δ, β) e´ estimado em func¸a˜o da profun-
didade de corte ma´xima prevista e da velocidade de avanc¸o desejada, ou seja:
CA11max(δ¯, β) = CA22max(δ¯, β) = fc(δ¯) = cAδ¯
= 222220× 0.009 = 2000
(6.20)
onde supo˜e-se que a maior profundidade de corte alcanc¸ada e´ de 9 mm, obtida em func¸a˜o da
altura do meio e das previso˜es de erro calculadas na sec¸a˜o 6.3.
De acordo com a equac¸a˜o (6.20), para a realizac¸a˜o das simulac¸o˜es, opta-se por escolher
o valor 2500 para ambos KDxx e KDxy .
Para finalizar a escolha dos ganhos do controlador, resta encontrar o valor de Λx que
atenda a relac¸a˜o entre os quesitos de n´ıvel de forc¸a desejado Fd, sob a qual a ferramenta deve
estar submetida durante o passe, e a ma´xima altura remanescente do material apo´s o passe ¯˜y.
No entanto, a relac¸a˜o entre os quesitos esta´ definida somente com relac¸a˜o ao eixo y devido a
tarefa prever uma velocidade de avanc¸o na direc¸a˜o do eixo x. Esta indefinic¸a˜o em relac¸a˜o ao
eixo x e´ suprimida assumindo o mesmo valor de Λxy para Λxx . Sendo assim, para obtenc¸a˜o
de Λxy , a seguinte relac¸a˜o deve ser satisfeita:
KDxyΛxy ¯˜y = Fd −→ Λxy = 8 (6.21)
A tabela 6.6 fornece os valores escolhidos para os ganhos relacionados ao controle do
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subsistema dos elos.






A escolha dos ganhos para o controle de impedaˆncia e´ feita atrave´s do mesmo procedi-
mento adotado para o controle de rigidez.
6.5.2 Controle de Impedaˆncia
Considere as equac¸o˜es dinaˆmicas do sistema em malha fechada, apresentadas na sec¸a˜o
2.5.1, pela ac¸a˜o do controle de impedaˆncia:
Bm ¨˜x+Dm ˙˜x+Km ˙˜x = h+BmB¯
−1K¯z˜ (6.22)
¨˜z +KD ˙˜z +KP z˜ = 0. (6.23)






























onde os sub´ındices 1, 2, x e y relacionam os ganhos, respectivamente, a`s juntas 1 e 2 e a`s
direc¸o˜es dos eixos x e y do plano de trabalho.
Seguindo uma sequeˆncia de projeto ideˆntica a da sec¸a˜o anterior, primeiramente sa˜o
escolhidos os valores dos ganhos KD e KP com base na analogia da dinaˆmica do subsistema
dos rotores (equac¸a˜o (6.23)) com a equac¸a˜o (6.16). Esta analogia considera um amortecimento
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cr´ıtico para a dinaˆmica de erro e fornece as seguintes relac¸o˜es:
KD = 2ωn e KP = ω
2
n (6.25)
Para a realizac¸a˜o das simulac¸o˜es foi adotado um tempo de resposta de 0.02 segundos
para a dinaˆmica dos dois rotores, o qual verificou ser suficiente para na˜o introduzir uma
perturbac¸a˜o considera´vel no subsistema dos elos. Os valores encontrados para os ganhos em
func¸a˜o do tempo de resposta escolhido esta˜o apresentados na tabela 6.7.
Tabela 6.7: Valores dos ganhos KD e KP adotados para simulac¸a˜o.





O pro´ximo passo consiste na escolha dos ganhos relacionados ao subsistema dos elos,
Bm, Dm e Km. Para realizar a escolha destes ganhos, primeiramente e´ preciso relembrar
as condic¸o˜es de estabilidade apresentadas na sec¸a˜o 3.5. Entretanto, de modo a facilitar a
escolha dos ganhos e garantir a estabilidade do sistema, sa˜o consideradas as condic¸o˜es de
estabilidade para os piores casos. Ou seja, levando em considerac¸a˜o o ma´ximo valor atingido
pelos elementos da matriz CA(δ, β). O que fornece as seguintes condic¸o˜es:
















A estabilidade do sistema pode ser garantida adotando um valor para Dmx e Dmy
maior que o mo´dulo do ma´ximo valor alcanc¸ado por um elemento da matriz CA(δ, β). Logo,
de acordo com as equac¸o˜es (6.26), (6.27) e (6.20) obte´m as seguintes condic¸o˜es:
Dmx > cAδ¯ < Dmy
Dmx > 2000 < Dmy .
(6.28)
Os valores adotados para simulac¸a˜o compreendem a Dmx = Dmy = 2500.
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No que diz respeito ao ganhoKm, a escolha deve atender a relac¸a˜o entre as especificac¸o˜es
de n´ıvel de forc¸a desejado Fd, sob a qual a ferramenta deve estar submetida durante o passe,
e a ma´xima altura remanescente do material apo´s o passe ¯˜y.
No entanto, a relac¸a˜o entre as especificac¸o˜es esta´ definida somente com relac¸a˜o ao eixo y
devido a tarefa prever uma velocidade de avanc¸o puramente na direc¸a˜o do eixo x. A auseˆncia
de especificac¸o˜es com relac¸a˜o ao eixo x e´ contornada assumindo o mesmo valor de Kmy para
Kmx . Sendo assim, para obtenc¸a˜o de Kmy , a seguinte relac¸a˜o deve ser satisfeita:
Kmy ¯˜y = Fd −→ Kmy = 20000 (6.29)
Com isso, os valores adotados para simulac¸a˜o sa˜o Kmx = Kmy = 20000.
O terceiro ganho a ser escolhido, Bm, e´ caracterizado por uma ine´rcia virtual imposta
pelo controle e possui uma func¸a˜o importante na qualidade da tarefa. O ganho Bm representa
um grau de ajuste adicional no controle frente a`s tarefas de contato, pois permite regular o
n´ıvel do impacto do manipulador com o meio no momento do contato. Ale´m disso, para o
caso da aplicac¸a˜o do controle de impedaˆncia em MTF’s, este ganho tem influeˆncia direta em
outros dois fatores dinaˆmicos: o n´ıvel da perturbac¸a˜o BmB¯
−1K¯z˜ introduzida no subsistema
dos elos e o aparecimento de dinaˆmicas oscilato´rias devido a valores negativos nas ra´ızes das
equac¸o˜es (6.26) e (6.27).
Verifica-se que o n´ıvel da perturbac¸a˜o introduzida no subsistema dos elos, o qual pode
causar deslocamentos significativos no plano de trabalho, e´ diretamente proporcional ao ganho
Bm. Tal verificac¸a˜o leva a escolher valores baixos para este ganho.
Para compreender a influeˆncia da perturbac¸a˜o no aparecimento de dinaˆmicas oscila-
to´rias no subsistema dos elos, e´ preciso observar as equac¸o˜es (6.26) e (6.27). Para que na˜o
ocorra oscilac¸o˜es, o argumento das ra´ızes e´ desejado ser positivo em todos os momentos da
tarefa. No entanto, de acordo com os ganhos escolhidos e a profundidade de corte alcanc¸ada,
os termos Dmx + CA11(δ, β) e Dmy + CA22(δ, β) podem assumir valores baixos provocando a
inversa˜o de sinal do argumento devido a`s parcelas −4BmxKmx e −4BmxKmx . Isso resulta em
autovalores complexos conjugados que compreendem a` dinaˆmicas oscilato´rias no subsistema
dos elos.
Estas u´ltimas concluso˜es reforc¸am a necessidade de escolha de valores baixos para Bm.
Nota-se uma necessidade de ponderac¸a˜o na escolha de Bm. Valores relativamente baixos
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deixam o manipulador sens´ıvel a`s variac¸o˜es da superf´ıcie de contato, tanto quanto suscept´ıvel
a` acelerac¸o˜es originadas da sa´ıda da ferramenta do material.
Com base neste conjunto de informac¸o˜es, conclui-se a sec¸a˜o adotando para a simulac¸a˜o
os ganhos Bmx = Bmy = 10.
Como resultado, na tabela 6.8 sa˜o apresentados os valores escolhidos para os ganhos
do subsistema dos elos.








6.6 Escolha dos Ganhos dos Observadores
Como mencionado na introduc¸a˜o deste cap´ıtulo, uma segunda etapa da apresentac¸a˜o
dos resultados de simulac¸a˜o e´ destinada a` ana´lise de desempenho dos observadores discutidos
no cap´ıtulo 3. Para isso, esta sec¸a˜o traz a descric¸a˜o e escolha dos ganhos de cada observador,
os quais sa˜o utilizados na realizac¸a˜o das simulac¸o˜es.
Todos os passos de projeto a seguir esta˜o baseados em conteu´do ja´ descrito anterior-
mente.
6.6.1 Observador Baseado na Acelerac¸a˜o
Considere a dinaˆmica do erro do processo de estimac¸a˜o dos estados, apresentado na










 e = Aobse. (6.30)
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Na equac¸a˜o (6.30), os autovalores de Aobs definem a dinaˆmica da convergeˆncia do erro.
Tal dinaˆmica pode ser imposta escolhendo os autovalores da matriz Aobs pelo projeto da
matriz de ganhos L.
O polinoˆmio caracter´ıstico associado a estes autovalores e´ dado por
p∗i (λ) = λ
4 + a3iλ
3 + a2iλ
2 + a1iλ+ a0i, (6.31)
com os coeficientes aji’s determinados unicamente pelos λji’s desejados. O ı´ndice i relaciona
os ganhos a` junta i do manipulador.
Os ganhos de L que determinam a dinaˆmica desejada para o erro de estimac¸a˜o possuem
a seguinte relac¸a˜o com os coeficientes do polinoˆmio caracter´ıstico:
L1i = a3i, L2i = K
−1
i Jia1i, L3i = a2i − J−1i Ki e L4i = K−1i Jia0i. (6.32)
Para o caso do manipulador de servic¸o escolhido para as simulac¸o˜es, o ı´ndice i assume
valores 1 e 2 e a matriz de ganhos L possui a seguinte forma:
L =

 L11 0 L21 0 L31 0 L41





E´ assumido, arbitrariamente, o mesmo conjunto de autovalores para as duas juntas.
Este conjunto e´ formado pelos seguintes autovalores:
λ11 = λ12 = −400; λ21 = λ22 = −500; λ31 = λ32 = −600 e λ41 = λ42 = −700. (6.34)
Os valores encontrados para os ganhos da matriz L, em func¸a˜o do conjunto de po´los e
do polinoˆmio caracter´ıstico, esta˜o apresentados na tabela 6.9.
Tabela 6.9: Ganhos da matriz L.
Ganho Valor
L11 e L12 2.200× 103
L21 e L22 2.871× 104
L31 e L32 1.768× 106
L41 e L42 3.780× 106
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6.6.2 Observador Baseado em Torques de Distu´rbio
Considere a dinaˆmica do erro do processo de estimac¸a˜o dos estados, apresentado na
sec¸a˜o 4.3.1, para o observador de estados baseado em torques de distu´rbio:
e˙ = (A22 −KobsA12)e = Aobse. (6.35)
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Na equac¸a˜o (6.35), os autovalores de Aobs definem a dinaˆmica da convergeˆncia do erro.
Tal dinaˆmica pode ser imposta escolhendo os autovalores da matriz Aobs pelo projeto da
matriz de ganhos Kobs. A matriz Kobs tem dimensa˜o (6 × 2) e todos os seus elementos sa˜o
poss´ıveis de escolha.
Diferentemente do projeto dos ganhos do observador baseado na acelerac¸a˜o, este na˜o
possui relac¸o˜es pre´-estabelecidas para projeto. Para tanto, optou-se por utilizar a func¸a˜o
place do software Matlab. Esta func¸a˜o permite a alocac¸a˜o de po´los (autovalores) de acordo
com o posto das matrizes envolvidas.
Com base nas dimenso˜es de A12 e A22 verifica-se a necessidade de escolha de 3 autovalo-
res para cada junta. Similarmente a` escolha dos ganhos do observador baseado na acelerac¸a˜o,
optou-se por utilizar um mesmo conjunto de autovalores para as duas juntas. Este conjunto
e´ formado pelos seguintes autovalores:
λ1 = −400; λ2 = −500 e λ3 = −600. (6.38)
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Os valores encontrados para os ganhos da matriz Kobs em func¸a˜o do conjunto de auto-
valores esta˜o apresentados na tabela 6.10.
Tabela 6.10: Ganhos da matriz Kobs.
Ganho Valor Ganho Valor
Kobs11 31.083 Kobs12 0.000
Kobs21 0.000 Kobs22 22.646
Kobs31 -0.068 Kobs32 0.000
Kobs41 0.00 Kobs42 -0.068
Kobs51 -10961 Kobs52 0.000
Kobs61 0.000 Kobs62 -2281
6.7 Simulac¸o˜es
Nesta sec¸a˜o, os resultado obtidos da simulac¸a˜o da tarefa de esmerilhamento sa˜o apre-
sentados. A sec¸a˜o compreende a` uma constante comparac¸a˜o entre o desempenho do controle
de rigidez (denotado por C.R.) e do controle de impedaˆncia (denotado por C.I.), estando or-
ganizada da seguinte forma: a primeira subsec¸a˜o apresenta os resultados obtidos para o caso
ideal de implementac¸a˜o. Nesta situac¸a˜o considera-se que todas as varia´veis de estado, ne-
cessa´rias para a malha de controle, encontram-se dispon´ıveis pela instrumentac¸a˜o completa
do manipulador. Na segunda subsec¸a˜o simula-se a utilizac¸a˜o dos observadores de estado
na considerac¸a˜o de uma situac¸a˜o mais pro´xima da pra´tica onde nem sempre encontram-se
dispon´ıveis todas as varia´veis de estado necessa´rias para o controle. Na terceira subsec¸a˜o,
procura-se analisar de forma qualitativa os efeitos causados pela existeˆncia de imprecisa˜o
na identificac¸a˜o da flexibilidade. A quarta subsec¸a˜o, por fim, complementa o presente es-
tudo da flexibilidade e controle de forc¸a apresentando resultados da aplicac¸a˜o das estrate´gias
de controle de forc¸a indireto, formuladas com base no modelo r´ıgido do manipulador, em
manipuladores com transmisso˜es flex´ıveis.
6.7.1 Resultados: caso ideal
Nesta subsec¸a˜o, a tarefa de esmerilhamento e´ simulada com a considerac¸a˜o de que todas
as varia´veis necessa´rias para a aplicac¸a˜o do controle encontram-se dispon´ıveis. Em outras
palavras, o manipulador em questa˜o possui um conjunto completo de medic¸a˜o fornecendo as
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varia´veis dos rotores, dos elos e, para a aplicac¸a˜o do controle de impedaˆncia, da forc¸as de
contato entre meio e ferramenta. Os resultados esta˜o apresentados a seguir.





















Figura 6.5: Caso ideal: trajeto´ria executada pelo manipulador.




























Figura 6.6: Caso ideal: erro de seguimento no eixo xx e eixo xy.
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Figura 6.7: Caso ideal: forc¸as normal e tangencial.
Nota-se que, apesar das oscilac¸o˜es devido aos cordo˜es de solda, o sistema apresenta
respostas suaves a` variac¸a˜o da superf´ıcie do meio e todos os crite´rios pre´-estabelecidos sa˜o
cumpridos. Na˜o e´ perceb´ıvel diferenc¸as entre as respostas das duas estrate´gias, sendo tam-
be´m verificada uma coereˆncia de resposta devido ao similar ajuste de ganhos feito para os
controladores.
6.7.2 Resultados: utilizac¸a˜o dos observadores de estado
Neste item, considera-se a situac¸a˜o em que nem todas as varia´veis de estado necessa´rias
para a aplicac¸a˜o do controle esta˜o dispon´ıveis. As varia´veis que sa˜o estimadas correspondem
a posic¸a˜o, velocidade e acelerac¸a˜o dos elos e a forc¸a de reac¸a˜o. Para a aplicac¸a˜o do controle
de impedaˆncia e´ utilizado o observador de estados baseado na acelerac¸a˜o, enquanto para o
controle de impedaˆncia e´ utilizado o observador de estados baseado em torques de distu´rbio.
E´ importante mencionar que os po´los (autovalores) dos observadores, responsa´veis pela
dinaˆmica da convergeˆncia da estimac¸a˜o, foram projetados de modo que os observadores ti-
vessem dinaˆmicas de convergeˆncia muito semelhantes. A ide´ia e´ reduzir as diferenc¸as para
permitir uma comparac¸a˜o mais justa entre as estrate´gias.
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Os resultados da simulac¸a˜o esta˜o apresentados a seguir.





















Figura 6.8: Uso de observadores: trajeto´ria executada pelo manipulador.




























Figura 6.9: Uso de observadores: erro de seguimento no eixo xx e eixo xy.
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Figura 6.10: Uso de observadores: forc¸as normal e tangencial.


































Figura 6.11: Uso de observadores: comparac¸a˜o de desempenho.
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Nos gra´ficos da figura 6.11 e´ poss´ıvel verificar que a aplicac¸a˜o do observador de estados
baseado na acelerac¸a˜o para o controle de rigidez apresenta resultados muito pro´ximos do
caso ideal. O observador baseado em torques de distu´rbio, por sua vez, na˜o apresentou o
mesmo n´ıvel de resultado para os autovalores propostos. No entanto, os resultados ainda
apresentam-se satisfato´rios.
6.7.3 Resultados: efeitos da imprecisa˜o na flexibilidade
Neste item, busca-se fazer uma ana´lise qualitativa da robustez de cada ac¸a˜o de controle
quando existem impreciso˜es na identificac¸a˜o da flexibilidade. No cap´ıtulo 1 duas te´cnicas de
identificac¸a˜o da flexibilidade foram apresentadas. Ambas as te´cnicas modelam a flexibilidade
da junta por meio de uma constante de mola (torcional ou linear) equivalente e buscam,
via experimento, encontrar um valor para este paraˆmetro. Como definido na tabela 6.2,
considera-se nas simulac¸o˜es que o manipulador possui uma constante de mola torcional equi-
valente de 100.000 N/rad para cada junta. Sendo assim, para simular a situac¸a˜o mencionada,
ambos os controladores esta˜o sendo aplicados com imprecisa˜o de +10% e -10% nas constantes
de mola torcional utilizadas na lei de controle.
Para uma imprecisa˜o de +10% obteve-se os seguintes resultados:





















Figura 6.12: Imprecisa˜o na flexibilidade: trajeto´ria executada pelo manipulador.
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Figura 6.13: Imprecisa˜o na flexibilidade: erro de seguimento no eixo xx e eixo xy.






































Figura 6.14: Imprecisa˜o na flexibilidade: forc¸as normal e tangencial.
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Para uma imprecisa˜o de -10% obteve-se os seguintes resultados:





















Figura 6.15: Imprecisa˜o na flexibilidade: trajeto´ria executada pelo manipulador.


























Figura 6.16: Imprecisa˜o na flexibilidade: erro de seguimento no eixo xx e eixo xy.
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Figura 6.17: Imprecisa˜o na flexibilidade: forc¸as normal e tangencial.
Nota-se pela observac¸a˜o dos gra´ficos que a existeˆncia de impreciso˜es nas constantes
torcionais, na faixa proposta, na˜o influeˆncia tanto na estabilidade do sistema quanto na
degradac¸a˜o do seguimento da trajeto´ria. Este fenoˆmeno e´ visivelmente observado pelo ponto
de equil´ıbrio alcanc¸ado ao final da trajeto´ria de acordo com a variac¸a˜o da imprecisa˜o, em
±10%.
Estes erros se devem ao fato de que todas as refereˆncias de posic¸a˜o, velocidade e ace-
lerac¸a˜o fornecidas ao subsistema dos elos dependem da matriz K das constantes torcionais
para serem calculadas. Sendo assim, conclui-se que a tarefa de identificac¸a˜o da flexibilidade
e´ de crucial importaˆncia para o sucesso da implementac¸a˜o.
6.7.4 Controle Baseado em Modelo Rı´gido Aplicado em MTF’s
Nos resultados apresentados a seguir considera-se o controle de rigidez e de impedaˆncia
formulados a partir de um modelo dinaˆmico para o manipulador completamente r´ıgido.
O objetivo desta sec¸a˜o e´ simular uma situac¸a˜o mais pro´xima da realidade pra´tica, uma
vez que a maioria dos roboˆs manipuladores, mesmo possuindo transmisso˜es flex´ıveis, sa˜o
empregados com o uso de estrate´gias que consideram o manipulador completamente r´ıgido.
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O modelo r´ıgido do manipulador na˜o considera a existeˆncia do subsistema dos rotores
e por isso o torque de controle u de ambas as estrate´gias resumem-se ao projeto de controle
referente ao subsistema dos elos. Assim, para o controle rigidez, a ac¸a˜o de controle e´ o pro´prio
torque ela´stico desejado uedx (equac¸a˜o (2.21)), ou seja:
u = B¯(q1)x¨r + C¯(q1, q˙1)x˙r + g¯(q1) +KDxsx (6.39)
Ao observar que a lei de controle (6.39) resulta em um problema de colocac¸a˜o3, conclui-
se que, na pra´tica, esta ac¸a˜o de controle so´ e´ poss´ıvel de ser implementada devido ao fecha-
mento da malha pelo sinal dos encoders conectados aos atuadores. Estes, por sua vez, medem
a posic¸a˜o dos rotores e na˜o a posic¸a˜o dos elos, resultando em um sistema esta´vel em malha
fechada.
Assim, considerando que a posic¸a˜o e velocidade dos rotores sa˜o denotadas por q2 e q˙2
respectivamente, a ac¸a˜o de controle real implementada e´ dada por:
u = B¯(q2)x¨r + C¯(q2, q˙2)x˙r + g¯(q2) +KDxsx (6.40)
na qual as varia´veis dos elos sa˜o substitu´ıdas pelas dos rotores.
Do mesmo modo, para o controle de impedaˆncia, a ac¸a˜o de controle e´ retirada de acordo
com zdx (equac¸a˜o (2.81)):
u = B¯(q1)¨˜x+ C¯(q1, q˙1)x˙+ G¯(q1) +B
−1
m (Dm ˙˜x+Kmx˜) + (B¯(q1)B
−1
m + I)h (6.41)
a qual, devido a leitura dos rotores, torna-se
u = B¯(q2)¨˜x+ C¯(q2, q˙2)x˙+ G¯(q2) +B
−1
m (Dm ˙˜x+Kmx˜) + (B¯(q2)B
−1
m + I)h (6.42)
As matrizes dinaˆmicas B(q1), C(q1, q˙1) e g(q1) utilizadas em ambas as ac¸o˜es de con-
trole, que consideram r´ıgido o manipulador de servic¸o apresentado na sec¸a˜o 6.2, encontram-se
descritas no apeˆndice A.
Os resultados obtidos em simulac¸a˜o esta˜o apresentados nos gra´ficos a seguir.
3Definido na sec¸a˜o 1.3.
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Figura 6.18: Trajeto´ria executada pelo manipulador com relac¸a˜o ao meio.




























Figura 6.19: Erro de seguimento no eixo xx e no eixo xy.
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Figura 6.20: Forc¸as normal e tangencial.
Conclui-se pela observac¸a˜o dos gra´ficos que, para esta tarefa de esmerilhamento em
particular, o sistema permanece esta´vel sem apresentar oscilac¸o˜es demasiadas devido a sub-
atuac¸a˜o dos elos. A maior degradac¸a˜o do desempenho ocorre pela compensac¸a˜o parcial das
forc¸as da gravidade, sendo verificada pelo aumento do erro de posic¸a˜o a medida em que o
efetuador final se afasta da base do manipulador.
6.8 Conclusa˜o
Neste cap´ıtulo foram apresentados os resultados da simulac¸a˜o de uma tarefa de esme-
rilhamento pela aplicac¸a˜o do controle de rigidez e do controle de impedaˆncia. Nas primeiras
sec¸o˜es foram estabelecidos todos os requisitos da tarefa, bem como todos os ganhos das es-
trate´gias de controle e dos observadores de estado.
Os resultados obtidos via simulac¸a˜o mostraram a efica´cia do procedimento de projeto
em cascata para manipuladores com transmisso˜es flex´ıveis e comprovaram o metodologia de
escolha dos ganhos dos controladores, realizada com base nos crite´rios obtidos das ana´lises




Neste trabalho, abordou-se o problema da execuc¸a˜o de tarefas de esmerilhamento por
manipuladores de servic¸o que possuem flexibilidade nas transmisso˜es. Foi mostrado que
a presenc¸a de flexibilidade em manipuladores, ale´m de introduzir problemas dinaˆmicos no
controle de posic¸a˜o, e´ ainda mais cr´ıtica quando existe a necessidade de um controle de
forc¸a. O n´ıvel da flexibilidade tratada nas simulac¸o˜es condiz com um n´ıvel de flexibilidade
comumente encontrado nos roboˆs manipuladores atuais, origina´rio do uso de Harmonic Drives
para o sistema de transmissa˜o.
No primeiro cap´ıtulo buscou-se apresentar um conteu´do teo´rico suficiente para compre-
ensa˜o da motivac¸a˜o e objetivos deste trabalho. O problema da presenc¸a da flexibilidade foi
discutido tanto no controle de posic¸a˜o quanto no controle de forc¸a, transparecendo a necessi-
dade da formulac¸a˜o de controladores mais sofisticados que os de ganhos fixos, do tipo P, PD,
PI e PID.
A crescente ide´ia da utilizac¸a˜o de roboˆs manipuladores para execuc¸a˜o de tarefas de
esmerilhamento, rebarbac¸a˜o e ate´ usinagem, foi a principal motivac¸a˜o deste trabalho.
Para tanto, propoˆs-se a extensa˜o e ana´lise de duas estrate´gias de controle muito di-
fundidas na literatura de roboˆs manipuladores r´ıgidos, o controle de rigidez e o controle de
impedaˆncia, para manipuladores com transmisso˜es flex´ıveis na execuc¸a˜o de tarefas de esme-
rilhamento.
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O trabalho, atrave´s da apresentac¸a˜o de dois me´todos de identificac¸a˜o de flexibilidade,
dando fechamento ao cap´ıtulo 1, procurou abranger o estudo da flexibilidade para os aˆmbitos
pra´ticos da implementac¸a˜o. Uma vez que, como pode ser verificado pelas ana´lises de simula-
c¸a˜o, a precisa˜o da identificac¸a˜o das constantes torcionais equivalentes e´ fundamental para o
sucesso da tarefa.
Tendo o cap´ıtulo primeiro fornecido uma base teo´rica suficiente, o segundo cap´ıtulo
dedicou-se em introduzir os controladores de forc¸a indiretos, expor as capacidades exigidas
dos controladores para a execuc¸a˜o de tarefas de contato e, por fim, apresentar a extensa˜o
do controle de rigidez e do controle de impedaˆncia para manipuladores com transmisso˜es
flex´ıveis.
No terceiro cap´ıtulo apresentou-se as ana´lises de estabilidade de ambas as estrate´gias
de controle empregadas para a tarefa de esmerilhamento. Para que fossem poss´ıveis tais
ana´lises propoˆs-se um modelo de forc¸as simplificado, sintetizado a partir de modelos existentes
na literatura e generalizado para todas as direc¸o˜es do espac¸o cartesiano. Concluiu-se por
estas ana´lises que a tarefa de esmerilhamento impo˜e restric¸o˜es na escolha dos ganhos dos
controladores para que haja estabilidade no sistema, resultando em crite´rios de projeto.
Diferentemente das estrate´gias formuladas com base no modelo r´ıgido do manipulador,
as estrate´gias formuladas para manipuladores flex´ıveis muitas vezes exigem na implementac¸a˜o
a instrumentac¸a˜o completa do manipulador, o que nem sempre encontra-se dispon´ıvel. Fa-
zendo frente a esta dificuldade, o quarto cap´ıtulo importou-se com a implementac¸a˜o pra´tica
das estrate´gias de controle e descreveu o projeto de dois observadores de estado, particu-
larmente escolhidos para cada uma das estrate´gias de controle: um observador de estados
baseado na acelerac¸a˜o para a implementac¸a˜o do controle de rigidez e um observador de esta-
dos baseado em torques de distu´rbio para o controle de impedaˆncia.
Para facilitar o estudo e agilizar o processo das ana´lises via simulac¸a˜o, desenvolveu-se
um software de simulac¸a˜o completo que englobou todo o conteu´do apresentado neste trabalho.
No cap´ıtulo 6, uma tarefa de esmerilhamento foi proposta e os resultados de simulac¸a˜o
envolvendo as estrate´gias de controle e os observadores de estado na execuc¸a˜o da tarefa foram
apresentados.
Para finalizar, foram discutidos os resultados da simulac¸a˜o de algumas situac¸o˜es pra´ti-
cas, como a aplicac¸a˜o das estrate´gias de controle baseadas no modelo r´ıgido em MTF, bem




Como perspectivas para trabalhos futuros sugerem-se os seguintes to´picos:
• Implementac¸a˜o pra´tica do controle de rigidez e do controle de impedaˆncia, auxiliado
pelas metodologias de identificac¸a˜o da flexibilidade apresentadas no cap´ıtulo 1;
• Implementac¸a˜o pra´tica dos observadores de estado no arranjo proposto no cap´ıtulo 4;
• Estudo para formulac¸a˜o de estrate´gias de controle para manipuladores flex´ıveis que
na˜o preveˆem tamanha carga computacional como a exigida pelo controle de rigidez e o
controle de impedaˆncia.
• Ana´lise de estabilidade para o caso da aplicac¸a˜o do controle de rigidez e do controle de
impedaˆncia, formulados com base no modelo de manipular r´ıgido, em manipuladores
com transmisso˜es flex´ıveis, relacionando o n´ıvel de flexibilidade.
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A.1 Paraˆmetros de Denavit-Hartenberg
Tabela A.1: Paraˆmetros de Denavit-Hartenberg
Elo ai αi di ∋i
1 a1 0 0 q11









 a1 cos(q11) + a2 cos(q11 + q12)






 −a1 sen(q11)− a2 sen(q11 + q12) −a2 sen(q11 + q12)
a1 cos(q11) + a2 cos(q11 + q12) +a2 cos(q11 + q12)

 (A.2)
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A.4 Derivada do Jacobiano Anal´ıtico
J˙A(q1, q˙1) =

 −a1 cos(q11)q˙11 − a2 cos(q11 + q12)(q˙11 + q˙12) −a2 cos(q11 + q12)(q˙11 + q˙12)




A.5 Inversa do Jacobiano Anal´ıtico
J−1A (q1) =









Matrizes Dinaˆmicas do Modelo
Rı´gido
Tabela B.1: Paraˆmetros construtivos
Paraˆmetro Descric¸a˜o Unidade
ai Comprimento do elo i [m]
li Centro de massa do elo i [m]
mli Massa do elo i [kg]
Ili Momento de ine´rcia do elo i [kg m
2]
mfer Massa da ferramenta [kg]
Ifer Momento de ine´rcia da ferramenta [kg m
2]
g Acelerac¸a˜o da gravidade [m/s2]
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B11 = Iaux + 2 (ml2 a1 l2 +mfer a2 a1) cos(q12)




2 + (ml2 a1 l2 +mfer a2 a1) cos(q12)
B21 = B12






B.2 Matriz de Forc¸as Centr´ıfugas e Coriolis C(q1, q˙1)
C(q˙1, q1) =





h = −(ml2 a1 l2 +mfer a1 a2) sen(q12)
(B.2)
B.3 Matriz de Gravidade g(q1)
g(q1) =

 (ml1 l1 +mm2 a1 +ml2 a1 +mfer a2) g cos(q11) + (ml2 l2 +mfer a2) g cos(q11 + q12)






C.1 Teorema de Rayleigh-Ritz
Teorema C.1.1 (Rayleigh-Ritz) [Lewis e Dawson, 1993]:
Seja A uma matriz real sime´trica (n× n) definida positiva. Sendo λmin o menor auto-
valor e λmax o maior autovalor de A. Enta˜o para qualquer x ∈ R\,





D.2 Passividade no Modelo do Manipulador Rı´gido
Nesta sec¸a˜o de apeˆndice e´ apresentada a propriedade da passividade para o modelo do
roboˆ r´ıgido.
De acordo com a equac¸a˜o de movimento do sistema:
B(q1)q¨1 + C(q1, q˙1)q˙1 +G(q1) = τ (D.1)
para este, o mapa τ → q˙1 e´ dito passivo ([?]), isto e´, existe um valor β ≥ 0 tal que
t∫
0
q˙T1 τ dt ≥ −β (D.2)





q˙T1 B(q1)q˙1 + U(q1) (D.3)
onde o primeiro termo do lado direito da igualdade e´ relacionado a` energia cine´tica e o segundo
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sendo ∂U(q1)∂q1 = G(q1), substituindo-se a equac¸a˜o D.1 na equac¸a˜o D.3, obte´m-se
H˙ = q˙T1 τ +
1
2
q˙T1 (B˙(q1)− 2C(q1, q˙1))q˙1 = q˙T1 u (D.5)
atrave´s da propriedade de antissimetria B˙(q1) − 2C(q1, q˙1). Integrando-se em relac¸a˜o ao
tempo os dois lados da equac¸a˜o D.12, resulta
t∫
0
q˙T1 τ dt = H(T )−H(0) ≥ H(0) (D.6)
sendo H(T ) func¸a˜o energia total na˜o-negativa a passividade segue com β = H(0).
D.3 Passividade no Modelo Reduzido de Spong
Considere o modelo reduzido de Spong, apresentado na sec¸a˜o 1.5.1, para manipuladores
com transmisso˜es flex´ıveis:
B1(q1)q¨1 + C1(q1, q˙1)q˙1 + g1(q1) = K(q2 − q1) (D.7)
Jq¨2 +K(q2 − q1) = τ (D.8)
para este, o mapa τ → q˙2 e´ dito passivo ([?]), isto e´, existe um valor β ≥ 0 tal que
t∫
0
q˙T2 τ dt ≥ −β (D.9)











(q2 − q1)TK(q2 − q1) (D.10)
onde U(q1) representa a energia potencial do sistema.
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) + q˙T2 Jq¨2 + (q2 − q1)TK(q˙2 − q˙1) (D.11)
sendo ∂U(q1)∂q1 = g(q1), substituindo-se as equac¸a˜o D.7 e D.8 na equac¸a˜o D.10, obte´m-se
H˙ = q˙T2 τ +
1
2
q˙T1 (B˙(q1)− 2C(q1, q˙1))q˙1 = q˙T2 τ (D.12)
atrave´s da propriedade de antissimetria B˙(q1) − 2C(q1, q˙1). Integrando-se em relac¸a˜o ao
tempo os dois lados da equac¸a˜o D.12, resulta
t∫
0
q˙T2 τ dt = H(T )−H(0) ≥ H(0) (D.13)
sendo H(T ) func¸a˜o energia total na˜o-negativa a passividade segue com β = H(0).
